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ФГОС заявлен, программы опубликованы, что дальше? Куда ж нам плыть?

Картина нашего матема�
тического образования 
остается пёстрой и про�
тиворечивой. С одной сто�
роны, внедряются новей�
шие компьютерные техно�
логии, с другой стороны, 

— снова речь о возвращении к советскому 
образованию, к единому учебнику.

Здесь стоит отметить, что грандиозный 
цифровой мир был выстроен буквально на 
наших глазах в новом ��������������������    �XXI�����������������    � веке с такой оше�
ломляющей быстротой и в таком всеобъем�
лющем виде, что говорить о некоем «внедре�
нии» уже, видимо, поздно. Пора, похоже, за�
думаться не как внедрять в уроки математи�
ки цифровые технологии, а как уроки матема�
тики, да и школу в целом, разместить в этом 
стремительно развивающемся цифровом мире, 
где наши школьники чувствуют себя куда сво�
боднее и адекватнее нас, взрослых.

Понимание цифровой стороны нашей жиз�
ни, умение расположиться в ней нужны сегод�
ня (и, главное — завтра!) не только для рабо�
ты и карьеры. Без этого просто не получится 
полноценно существовать в нашей новой ре�
альности. И само название этого нового ми- 
ра — «цифровой»  говорит о том, что матема�
тике, урокам математики при этом уделёно осо�
бое, приоритетное место. По определению.

В то же время понятная ностальгия по 
прежним спокойным и неторопливым време�
нам, когда можно было годами и десятилети�
ями работать по привычным, давным-давно 
опробованным и утверждённым программам и 
учебникам, может тоже оказаться весьма пло�
дотворной. Но только если без фанатизма, без 
требования того мифического единого учеб�
ника, которого, кстати, не было и в советское 

время, когда и в алгебре, и в геометрии успеш�
но конкурировало несколько линий учебни�
ков, несколько авторских коллективов.

Все оттенки этой противоречивой карти�
ны, классические темы и новейшие пробле�
мы, авангард и традиция — всё это, есте�
ственно, находит отражение на страницах на�
шего журнала. 

Одни аспекты отечественного школьного 
математического образования отражены в по�
лемическом материале А. Шевкина, построен�
ном на историческом материале, но одновре�
менно касающемся самых острых проблем со�
временной школы, другие — в критическом 
материале И. Малышева о том, какие систем�
ные ошибки и провалы школьников, которые 
не объяснить ни ковидом, ни дистантом, вы�
являются сегодня на государственных экза�
менах. 

В разделе «Точка зрения» — обсуждение 
вечного и сложнейшего вопроса соотношения 
интуиции и логики в математическом дока�
зательстве и, кстати, в разделе «Задачник» в 
этом номере предложены задачи как раз на 
логику. В «Методическом семинаре» — зада�
чи, которые могут облегчить школьнику осво�
ение традиционно одной из труднейших тем 
курса математики основной школы — темы 
«Простые дроби», а в разделе «Эксперимент» 
предлагается при решении задач с параметра�
ми (также одной из сложнейших тем школь�
ного курса математики), использовать… ком�
пьютерную анимацию.

Вот таков сегодня сложный, многообраз�
ный мир школьной математики, таков сегодня 
и наш с вами, дорогие наши читатели, журнал 
«Математика в школе». 

Евгений Бунимович
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Про провал ОГЭ во всероссийском мас
штабе по математике в 2021 г. было много 
написано. В статье из журнала «Матема
тика в школе» [1] достаточно подробно 
описаны основные ошибки, которые про
демонстрировали выпускники при выпол
нении заданий в 2021 г. Причём отмечено, 
что большинство ошибок повторяется из 
года в год и не связано с дистанционным 
обучением. В чём выразился «провал», 
также было показано на примере одной 
области в другой нашей статье [2].

На фоне прошлогодних результатов 
ОГЭ по математике как можно охаракте
ризовать результаты этого года, если не 
как очередной провал? Эти выпускники 
также прошли и карантины, и ВПР, и 
итоговые работы, и дистанционное обуче
ние. По региональным результатам ОГЭ 
по математике в 2022  г. в основном по
токе не сдавших математику – 11,9%, а в 
2021 г. – 10,4%. Но не это главное. Как и 
в прошлом году, экзамен сдавался в два 
дня. Содержание экзамена 23 мая и 24 
мая принципиально ничем не отличалось. 
Между прочим, многие задания в Красно
ярском крае [1] в 2021 г. в Нижегородской 
области повторились в 2022 г. («шины», 
биквадратные уравнения, задача № 24). В 

таблице 1 показаны результаты экзамена 
в двух районах областного центра Нижего
родской области, расположенных напротив 
друг друга по берегам Оки. Верхняя стро
ка – это данные за 23 мая, нижняя строка 
– за 24 мая.

Из таблицы 1 следует, что число не-
удовлетворительных отметок увеличи
лось более чем в три раза, а так называе
мое качество (число хороших и отличных 
результатов) упало в 2,5 раза. Все были 
в равных условиях. Между прочим, про
цент специализированных школ и классов 
(гимназии, лицеи, классы с углублённым 
изучением) в оба дня был одинаков (чуть 
больше 13%).

Объяснить результаты можно только 
масштабными нарушениями во время сда
чи экзамена 23.05.2022, причём массовой 
утечкой первой части. Три четверти уча
щихся сдавали в этот день. Усреднённые 
цифры по области 8,8% (23.05.) и 21,1% 
(24.05.) неудовлетворительных отметок. 
Интересно, что во второй день в 2021 г. 
не сдало 21,6%. Верить тому, что районы 
области настолько (0% и 50%) могут от
личаться по числу не сдавших экзамен, 
конечно, нельзя.

На рисунке 1 представлена диаграмма 

А к т уа л ь н а я т е м а	 C u r r e n t to p i c

Дежавю

Таблица 1

Район Число выпускников «2»,% «3»,% «4»,% «5»,%

1
722 7,5 28,3 51,2 13,0
297 27,9 44,8 23,2 4,0

2
986 10,2 27,5 53,1 9,1
332 31,6 46,1 21,4 0,9
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распределения «процент выпускников – 
первичный балл», подтверждающая дан
ный вывод. Цветом выделены отметки «3» 
и «4». Та же ситуация была в прошлом 
году [2].

Создавшаяся ситуация приобретает 
уже все признаки народного театра (име
ется ввиду фарса) со своими традициями. 
Мы видим интересные надписи: ОGE22 
МE (водяные знаки), ОГЭ: математика, 
(52 регион, Нижегородская область), Ищи 
СВОЙ вариант по УСЛОВИЮ задания 
№ 1 (запомни форматы листов). А даль
ше – правильные ответы первой части 
четырёх вариантов первого дня экза- 
мена.

Учитывая прошлогодний «провал», 
появилась структура, которая обеспечи
ла все регионы ответами? Как ещё мож
но трактовать указание региона в шапке 
таблицы? Не случайно в ППЭ в этом году 

не хватило одного бланка фиксирования 
выхода детей из аудитории (так называе
мый туалетный бланк). А некоторые ро
дители, приведя фотографию бланка от
ветов, задались вопросом – зачем нужны 
экзамены по окончанию 9-х классов?

В таких условиях, как и в прошлом го
ду, анализировать результаты выпускни
ков по отдельным заданиям первой части 
не имеет смысла.

В таблице 2 представлены данные по 
выполнению выпускниками отдельных 
заданий письменной части. В отличие 
от первой части, задания второй части 
можно проанализировать в силу большей 
объективности этих данных за оба дня 
экзамена.

В целом, результаты по второй части 
примерно одинаковы, за исключением за
даний № 20 и № 23.Отличие в результа
тах по этим заданиям вполне объяснимы. 

Рис. 1

Таблица 2

Дата № 1 2 3 4 5 6

23.05
1 балл, % 1,12 7,32 2,53 3,83 0,58 0,03
2 балла, % 9,97 8,48 4,63 11,49 2,40 0,17

24.05
1 балл, % 0,86 5,55 4,77 1,06 1,12 0,01
2 балла, % 17,48 6,64 0,68 2,33 1,77 0,14
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Например, 23.05. в задание №����������  ���������  20 требо
валось решить биквадратное уравнение: 
(x – 2)4 – (x – 2)2 – 6 = 0 с непростыми от
ветами ±2 3.  Зато 24.05. задание было 
намного проще: x3 + 6x2 = 4x + 24 как и 
ответы ± 2; – 6.

Обратная ситуация сложилась с зада
чей № 23. В первый день было следующее 
задание: биссектриса угла А параллело
грамма АВСD пересекает сторону ВС в 
точке K. Найдите периметр параллело
грамма, если ВK = 10, СK = 18.

Намного серьёзнее оказался № 23 во 
второй день со следующей формулиров
кой: Прямая, параллельная основаниям 
трапеции АВСD, пересекает её боковые 
стороны АВ и СD в точках Е и F соответ
ственно. Найдите длину отрезка ЕF, если 
АD = 44, ВС = 24, СF : DF = 3 : 1.

Если в первой задаче рассматривает
ся сразу получившийся равнобедренный 
треугольник, то во второй задаче нужны 
дополнительные построения и выписыва
ние пропорций в подобных треугольниках, 
что не каждому ученику по силам. Полу
чается, что при формальном соблюдении 
правил составления экзамена по уровню 
сложности и выборе заданий из, казалось 
бы, одной базы, можно составить как доста
точно простой экзамен, так и намного более 
сложный. А ведь этого не должно быть. 

В связи с последней задачей нужно 
отметить следующее. Во время работы 
апелляционной комиссии, проходящей в 
онлайн режиме, перед комиссией появля
ется папа с сыном и начинается «дискус
сия», условно говоря, про попа, у которого 
была собака. И всё это для того, чтобы по
лучить критический балл для перехода в 
другое качество. А предъявлено было сле
дующее решение:

(44 – 24) : 4 = 5
44 – 5 = 39.

О т в е т: 39.

Рис. 2

Это не тестовое задание, и правильный 
ответ ничего не означает. Можно, конеч
но, догадаться, что именно проделал вы
пускник. Но для этого нужен другой ри
сунок и какие-то пояснения. Например, к 
рисунку 3 такие:

Рис. 3

Построим CP и FQ параллельно АВ. 
Тогда из построения следуют равенства, 
либо ЕF = АD – QD (как у ребёнка), либо 
ЕF = b + x, где отрезок х находится из по
добия треугольников и пропорции: 

=
− +

.x m
a b m n

 В результате получаем фор

мулу для отрезка 
+

=
+

.ma nbEF
m n

В процессе работы апелляционной ко
миссии обнаружилась некорректность за
дания № 3 из тестовой части. Это часть 
комплексного задания «на листы бумаги», 
в котором нужно найти площадь листа 
формата А5.

Ответ дать в квадратных сантиметрах. 
В ответе даны два числа (310,8 и 312,5), а 
из задачи следует, что возможно три чис
ла (см. табл. 3) в зависимости от того, что 
берётся за основу.
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Таблица 3

Формат Длина,
мм

Ширина,
мм

Площадь
листа А5, см2

А2 592 420 310,8
А3 420 297 311,85
А4 297 210 311,85
А6 148 105 310,8
Ответ 312,5 получается в результате 

деления квадратного метра (площадь А0) 
на 32.

Следует ещё учесть, что все числа не 
точные, так как связаны между собой ко
эффициентом 2,  и поэтому теоретически 
возможно любое число в диапазоне 
[310,8 ÷ 312,5].

Эта неопределённость ответа могла 
сказаться на результатах выпускников.

Результаты экзамена за 24.05.2022 
оказались самыми объективными. Мы 
видим, что более 20% выпускников ока
зались просто не готовы к экзамену в си
лу многих причин. Действительно, куда 
могли деться слабые ученики в 9 классе, 
если по данным НИКО 2014 г. их коли
чество только растёт с каждым годом: 
в 5 классе 12,85%, в 6 классе 17,35%, в 
7 классе 30,31%? 

И вот, после такой «наглядной картин
ки» выпускнику 9-го класса предлагают 
экзамен, который не способен сдать вы
пускник 11-го класса. Зачем такой пере
груженный тестовыми заданиями экза
мен, тем более, что половина выпускников 

его элементарно списывает? Зачем эти 
игры в секретность, не лучше ли в вопро
се выпускного экзамена в основной школе 
вернуться в формат 20, а то и 50-летней 
давности. Почему базовый ЕГЭ полно-
стью состоит из заданий основной школы 
(из 21 примера в базовом ЕГЭ этого года 
только одно(!) задание по материалу стар
шей школы – это простейшее задание про 
площадь боковой поверхности конуса!) и 
на порядок проще ОГЭ (например, найти 

значение выражения 1 0,99 2
3

⋅ +   или ре
шить уравнение  x

2 = 25)?
Считаю, что если вернуться к экзаме

нам после 9-го класса в формате советских 
времён, то искусственных проблем, кото
рые породили реформы, станет намного 
меньше. 
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Обучение в основной школе для уча
щихся 9-х классов завершается итоговой 
аттестацией. По математике предусмо
трен обязательный экзамен в форме те
ста, структура которого школьникам и 
учителям привычна и понятна. Однако 
остаются дискуссионные вопросы по под
готовке школьников к сдаче основного 
государственного экзамена (ОГЭ) по ма
тематике. Здесь наша позиция такова. К 
предстоящему тестированию необходи
мо специально готовиться, предусмотрев 

три аспекта подготовки: психологический, 
предметный и методический. Так, помощь 
в преодолении излишнего волнения, соз
дание ситуации успеха на экзамене, на
строй на продуктивную работу в течение 
экзамена и т.п. – это задача не только 
учителя, но и школьного психолога, и ро
дителей ребёнка. На учителя математики 
возлагается большая ответственность  за 
предметную (знание учеником материала 
и умения решать задачи) и методическую 
подготовки школьника,  или, говоря дру
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гими словами, умение выполнять тест 
(распределение времени на решение раз
личных задач, выбор последовательности 
их решения, верное заполнение бланка 
кратких ответов и лаконичная запись ре
шения задач с развёрнутым ответом, ис
пользование специфических особенностей 
тестовых заданий для получения ответа 
и др.).

Сказанное говорит о том, что учитель-
предметник должен использовать в своей 
практике и тестовые задания, и сами те
сты. Основная идея, реализуемая в ста
тье, – представить учителю материал, 
использование которого позволит органи
зовать продуктивную исследовательскую 
деятельность учащихся при подготовке 
к ОГЭ. В качестве такого материала мы 
предлагаем пробный вариант теста, со
ответствующего проекту спецификации 
контрольных измерительных материа
лов для проведения в 2023 году ОГЭ по 
математике. Однако отличительной осо
бенностью задач данного теста является 
то, что все они имеют избыточные данные 
в условии. Наличие таких данных позво
лит естественным образом организовать 
этап исследования решения задачи. На 
данном этапе выполняются: а) проверка; 
б) исследование задачи (при каких усло
виях задача имеет решение и сколько 
различных в каждом случае; при каких 
условиях задача вообще не имеет реше
ния); в) формулирование ответа. Помимо 
перечисленных выше действий,  полезно 
провести познавательный анализ задачи 
и её решения, который, на наш взгляд, 
предполагает ещё три направления дея
тельности: г) анализ задачи и хода её ре
шения (выявление идеи решения, связей 
с другими задачами); д) поиск и осущест
вление новых способов решения задачи; 
е) формулирование и решение задач на 
основе исходной.

Заметим, что уже само наличие в за
даче избыточных данных предопределяет 
возможность использования для её реше
ния только части условия. Причём, если 
избыточные данные в условии подобраны 
удачно, то велика вероятность, что уче
ник, рассматривая их различные комби
нации, будет получать различные спосо
бы решения одной и той же задачи. А как 
следствие будет иметь возможность срав
нивать, выявлять идеи и наиболее про
дуктивные способы решения, составлять 
новые задачи посредством исключения 
«второстепенных» избыточных данных. 
Всё это есть не что иное, как продуктив
ная творческая деятельность, результат 
осуществления которой во многом связы
вается с развитием ребёнка.

Приведём два примера задач с избы
точными данными и покажем на них воз
можность применения различных спосо
бов решения.

Задача 1. На РЖД для поездов даль
него следования применяются сезонные 
изменения тарифов. Так, например, в 
купейном вагоне при отправлении с 1 
по 10 января базовая стоимость билета 
увеличивается на 10%, а уже с 11 янва
ря по  18 февраля базовая стоимость того 
же билета уменьшается на 10%. Найдите 
базовую стоимость билета, если 1 января 
этот билет стоил 1658,8 руб., а 11 февраля 
– 1357,2 руб. Ответ дайте в рублях.

Р е ш е н и е. Воспользуемся тем усло
вием, что «базовая стоимость билета 
была увеличена на 10% и составила 
1658,8 руб.». Имеем второй из трёх типов 
простейших задач на проценты (нахожде
ние процента от числа, нахождение числа 
по его проценту, нахождение процентного 
отношения). Считаем, что в методическом 
плане рассуждения удобнее вести с ис
пользованием следующей записи:
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x ⋅ 110% = 1658,8; x ⋅ 1,10 = 1658,8;
x = 1658,8 ÷ 1,10 = 1508 (руб.).

О т в е т: 1508.
Воспользуемся тем условием, что «ба

зовая стоимость билета была уменьшена 
на 10% и составила 1357,2 руб.». Решение 
аналогично предыдущему случаю:

x ⋅ 90% = 1357,2; x ⋅ 0,90 = 1357,2;
x = 1357,2 ÷ 0,90 = 1508 (руб.).

О т в е т: 1508.
Воспользуемся всеми данными усло

вия. Здесь возможно решение арифмети
ческим способом (по действиям). Базовая 
стоимость увеличивалась и уменьшалась 
на одну и ту же сумму, поэтому базовая 
стоимость билета равна среднему арифме
тическому увеличенной и уменьшенной 
стоимостей, то есть

(1658,8 + 1357,2) ÷ 2 = 1508 (руб.).
О т в е т: 1508.

Старшеклассникам, привыкшим ре
шать текстовые задачи алгебраическим 
способом (составлением уравнения), до
вольно сложно увидеть суть арифмети
ческих действий, приводящих к нужному 
результату. Пояснить арифметическое 
решение введением неизвестного можно 
следующим образом. Пусть a – искомая 
базовая стоимость билета, b – сумма, 
равная 10% от базовой стоимости биле
та. Тогда (a + b) – известная стоимость 
после повышения на 10%, (a – b) – из
вестная стоимость после понижения на 
10%. Пояснение к решению описывает
ся выражением ((a + b) + (a – b)) ÷ 2 = a 
или без использования b следующим вы
ражением (1,1a + 0,9a) ÷ 2 = a. Можно 
привести и другие схемы для арифме
тического решения. Например, (a + b) – 
– ((a + b) – (a – b)) ÷ 2 = a или (a – b) + ((a + b) – 
– (a – b)) ÷ 2 = a.

Задача 2. В остроугольном треуголь
нике ABC угол B равен 60°, угол A в два 

раза больше угла C. Биссектрисы AK и CD 
пересекаются в точке O (рис. 1). Найдите 
угол AOC.

Рис. 1
Треугольник ABC, AK и CD – биссектрисы

Р е ш е н и е. В школьном курсе матема
тики решение подавляющего большинства 
задач предполагается с использованием 
статичного чертежа, то есть чертежа, на 
котором геометрическая фигура задана и 
не может изменяться (иногда с точностью 
до подобия). В этом случае все элементы 
фигуры определяются и могут быть най
дены. Поэтому в нашем случае наиболее 
вероятным будет решение, в котором сна
чала находятся углы A и C треугольника 
ABC. Например, так:
∠A + ∠C = 180° – ∠B = 180° – 60° = 120°;

∠A = 2∠C;
∠A + ∠C = 2∠C + ∠C = 3∠C = 120°;

∠C = 40°;
∠A = 2∠C = 80°.

Далее из треугольника AOC находится 
искомый угол:

∠AOC = 180° – (∠OAC + ∠OCA) =
 = ° − ∠ + ∠ = 
 

1 1180
2 2

BAC BCA

 = ° − ⋅ ° + ⋅ ° = ° 
 

1 1180 80 40 120 .
2 2

О т в е т: 120°.
Другой способ решения этой задачи 

не предполагает непосредственное на
хождение углов  A и C  треугольника 
ABC. Для получения ответа этого и не 
требуется. Достаточно знать половину их 
суммы. Так,
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∠AOC = 180° – (∠OAC + ∠OCA) =
 = ° − ∠ + ∠ = 
 

1 1180
2 2

BAC BCA

= ° − ∠ + ∠ =
1180 ( )
2

BAC BCA

1180 (180 ) 120 .
2

= ° − ° − ∠ = °ABC

О т в е т: 120°.
Как видно из приведённых равенств, 

для получения ответа использовались 
лишь три условия: AK – биссектриса, 
CD – биссектриса, ∠B = 60°, поэтому име
ем задачу с избыточными данными. При
чём, в зависимости от способа решения, 
эти данные могут оказаться необходимы
ми, а могут быть лишними, избыточными. 
Заметим, что в условии задачи фигуриру
ет ещё одно непротиворечивое утвержде
ние «треугольник ABC – остроугольный», 
которое не оказывает никакого влияния 
на ход решения и является в рассматри
ваемом случае несущественным, избыточ
ным.

Как видно из приведённых примеров, 

задача с избыточными данными позво
ляет рассмотреть различные способы ре
шения, что даёт возможность сравнивать, 
обобщать, рассматривая конкретную зада
чу не как отдельную, единичную, а как 
некоторую обобщённую ситуацию, пред
ставленную в задаче.

Предлагаем далее комплекс таких за
дач в форме пробного варианта ОГЭ-2023, 
объединённых той общей идеей, что все 
задачи содержат избыточные данные. К 
некоторым заданиям предлагаются раз
личные способы их решения.

Пробный вариант контрольных 
измерительных материалов 
основного государственного 

экзамена 2023 года по математике

Часть 1
Ответом к заданиям 1–19 является 

целое число, конечная десятичная дробь 
или последовательность цифр. Все зада-
ния в данном варианте имеют избыточ-
ные данные для получения ответа.

Прочитайте внимательно текст и выполните задания 1–5.
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На плане изображён складской участок 
по адресу: г. Колоколамск, ул.  Строите
лей, 11 (сторона каждой клетки на плане 
равна 2 м).

Участок имеет прямоугольную форму 
и окружён по периметру забором. Вход/
въезд и выход/выезд осуществляются 
либо через ворота, либо через калитку. 
При входе на участок справа распола
гается административное здание с при
мыкающей к нему квадратной площад
кой, вымощенной тротуарной плиткой. 
Рядом с администрацией на расстоянии 
1 м располагается беседка для отдыха, 
периметр которой имеет форму пра
вильного четырёхугольника, а площадь 
в 8,25 раз меньше площади здания ад
министрации.

Помимо административного здания и 
беседки, на участке имеются 4 складских 
помещения (электротовары, строймате
риалы, краски, сантехника), магазин, от
меченный на плане цифрой 8, сторожка 
охранника, площадью 12 кв. м и собачий 
вольер, находящийся в диагонально про
тивоположном охране углу. Перед соба
чьим вольером между забором и строени
ем № 2 уложен специальный настил.

Ближе всех к административному зда
нию из складских помещений находится 
склад с электротоварами. Он из складов – 
наименьший по площади. Склад с сан
техникой идентичен по проекту магазину. 
Склад стройматериалов примыкает дву
мя своими смежными стенами к забору, 
а рядом со складом стройматериалов на
ходится равный ему по площади склад с 
краской.

В тёмное время суток участок освеща
ется тремя фонарями. На плане они обо
значены символом ⊗ и образуют треуголь
ник с длинами двух сторон 26 м и 20 м, 
длина третьей стороны иррациональна, 
приближённо равна 23,5 м.

1.
Для объектов, указанных в таблице, 

определите, какими цифрами они обо
значены на плане. Заполните таблицу, в 
бланк ответов перенесите последователь
ность четырёх цифр.

Объ-
екты

Админи
стративное 

здание

Соба-
чий

вольер

Склад
электро-
товаров

Склад
с кра
ской

Цифры

Р е ш е н и е. Соответствие объектов на 
плане и их номеров описано в тексте. По
скольку предопределено, что все задачи 
содержат избыточные данные, то можно 
предположить, что необходимая последо
вательность может быть определена раз
ными способами. Данное предположение 
верно. Так, описание каждого заданного 
в таблице объекта представлено в тексте, 
по крайней мере, двумя способами. Ука
жем их.

Административное здание отмечено на 
плане цифрой 5. Это можно установить 
по следующим указанным в тексте при
знакам: 1) «при входе на участок справа 
располагается административное зда
ние»; 2) «…с примыкающей к нему квад-
ратной площадкой, вымощенной троту
арной плиткой»; 3) «рядом на расстоянии 
1 м располагается беседка для отдыха, … 
площадь которой в 8,25 раз меньше».

Собачий вольер отмечен на плане 
цифрой 1. Признаки: 1) «…находящийся 
в диагонально противоположном охране 
углу»; 2) «перед собачьим вольером между 
забором и строением № 2 уложен специ
альный настил».

Склад электротоваров отмечен на пла
не цифрой 3. Признаки: 1) «из складских 
помещений находится ближе всех к ад
министративному зданию»; 2) «из складов 
наименьший по площади».

Склад с краской отмечен на плане циф



12 Математика в школе  7 / 2022	 Mathematics at school  7/2022

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

рой 7. Признаки: 1) «находится рядом со 
складом стройматериалов»; 2) «равный по 
площади складу стройматериалов».

О т в е т: 5137.

2.
Настил, уложенный перед собачьим 

вольером, состоит из отдельных элемен
тов размером 25 x 40 см, полностью и без 
остатка набором из 20 штук покрываю
щих 2 кв. м. Элементы настила продают
ся в упаковках по 6 штук. Сколько таких 
упаковок достаточно купить, чтобы полно
стью выложить настил?

Р е ш е н и е. План решения достаточно 
очевиден: сначала находим необходимое 
количество элементов настила, затем вы
числяем, сколько пачек содержат это ко
личество.

Найти необходимое количество элемен
тов настила можно разными способами:

Способ 1. Настил, согласно плану, име
ет форму прямоугольника 2 × 4 м площа
дью 8 кв. м. Прямоугольник 2 × 4 м можно 
замостить прямоугольниками 25 × 40 см 
восьмью рядами по десять штук в ряду. 
Итого 80 штук.

Способ 2. Площадь всего настила 
8 кв. м., площадь одного элемента насти
ла 0,25 ⋅ 0,4 = 0,1 (кв. м). Тогда количество 

элементов будет равно  =
8 80

0,1
 (шт.). При 

таком способе вычисления не учитывает
ся возможность укрытия без пропусков и 
остатков всего настила отдельными его 
элементами. Что, заметим, следует про
верять. Приведём контрпример. Если 
принять размеры отдельного элемента 
настила 16 × 62,5 см, то его площадь 
0,1 кв. м., частное от деления 8 на 0,1 да
ёт 80. Как видим, в числовом выражении 
тот же результат. Однако прямоугольни
ком, одна сторона которого 62,5 см, не 
удастся целым числом раз выложить ни 

одну сторону прямоугольника 2 × 4 м.
Способ 3. Для данной задачи одно из 

условий – «состоит из отдельных элемен
тов размером 25 × 40 см» или «полностью 
и без остатка набором из 20 штук, покры
вающих 2 кв. м» является избыточным 
(хотя, заметим, эти условия не являются 
эквивалентными). Поэтому воспользовав
шись вторым условием, мы заключаем, что 
для покрытия площади в 4 раза большей, 
чем 2 кв. м, потребуется в 4 раза больше 
элементов, то есть 20 ⋅ 4 = 80 (шт.).

Для вычисления необходимого количе

ства упаковок найдём частное =
80 13,(3).
6

 
Как видим, получается нецелое число. По 
смыслу задачи требуется округление до 
целых с избытком, получаем 14 упаковок. 
Заметим, что число упаковок можно было 
бы найти и непосредственным подбором.

О т в е т: 14.

3.
Найдите площадь, которую занимает 

беседка для отдыха. Ответ дайте в ква
дратных метрах.

Р е ш е н и е. Беседка для отдыха, су
дя по рисунку и/или описанию в тексте, 
представляет собой на плане участка ква
драт.

Для поиска площади квадрата можно 
воспользоваться наиболее распространен
ной формулой S = a2. Тогда, предвари
тельно вычислив по теореме Пифагора 
его сторону = 8a  м, получим

= =2( 8) 8S  (кв. м).
Альтернативный способ решения – ис

пользовать менее распространенную, но в 
данном случае, на наш взгляд, более удоб

ную формулу = 21 .
2

S d  Тогда, предвари
тельно определив по рисунку его диаго

наль d = 4 м, получим = ⋅ =21 4 8
2

S  (кв. м).
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Кроме того, площадь беседки можно 
вычислить ещё одним способом, восполь
зовавшись тем условием, что её площадь 
в 8,25 раз меньше площади здания ад
министрации. Здание администрации на 
плане представляет собой прямоугольник 
7 × 10 м с вырезанным углом 2 × 2 м. Поэ
тому его площадь 7 ⋅ 10 – 2 ⋅ 2 = 66 (кв. м). 
Тогда площадь беседки 66 ÷ 8,25 = 8 (кв. м). 
Заметим, на плане левая граница здания 
администрации не проходит по сторонам 
клеток, поэтому для определения длины 
7 м в описательном тексте дано расстоя
ние между беседкой и администрацией; 
для вырезанной части длина вертикаль
ной стороны определяется по рисунку, а 
длина смежной горизонтальной – из за
данного условия, что это квадрат.

О т в е т: 8.

4.
Найдите расстояние по прямой между 

двумя наиболее удалёнными друг от дру
га фонарями. Первый фонарь расположен 
на углу строения № 6, второй – на углу 
строения № 8. Ответ дайте в метрах.

Р е ш е н и е. Искомое расстояние мож
но вычислить по теореме Пифагора. Так, 
расстояния от левого нижнего угла участ
ка до фонарей, расположенных на углах 
строений № 6 и № 8, равны соответствен
но 10 м и 24 м. Смежные стороны участка 
перпендикулярны, поэтому искомое рас
стояние равно + =2 210 24 26 (м).

Для получения ответа можно посту
пить иначе. Вычислить по теореме Пифа
гора все три расстояния 26 м, 20 м и 

548 м,  выбрать из них наибольшее 26 м. 
При этом заметим, что все эти расстояния 
даны в описательном тексте и по условию 
задачи из них просто нужно было выбрать 
наибольшее.

Считаем, будет полезным решить дан
ную задачу с использованием метода ко

ординат. Для этого введём прямоугольную 
систему координат: на плане за точку от
счёта примем левый нижний угол участ
ка, ось абсцисс расположим положитель
ным направлением вправо по нижней 
горизонтальной границе участка, ось ор
динат расположим положительным на
правлением вверх по левой вертикальной 
границе участка, единичный отрезок при
мем равным половине клетки, то есть рав
ным 1 м (удобнее принять за единичный 
отрезок длину стороны клетки, но тогда 
результат получится в единицах масшта
ба и придётся осуществлять перевод в ме
тры). При введённой системе координат 
фонарь на углу строения № 3 будет иметь 
координаты (16; 22), на строении №  6 – 
(0; 10), на строении № 8 – (24; 0). Поэтому 
искомое расстояние можно найти по из
вестной формуле расстояния между двумя 
точками, заданными своими координата
ми. В нашем случае фонари задаются ко
ординатами (0; 10) и (24; 0). Искомое рас
стояние − + − =2 2(0 24) (10 0) 26 (м).

О т в е т: 26.

5.
Освещение участка. С течением вре

мени фонари освещения потребовали за
мены. Администрация рассматривает два 
варианта замены на новые всех старых 
фонарей: либо с дуговой разрядной лам
пой (ДРЛ), либо со светодиодными лам
пами.

Фонари со светодиодными лампами 
более дорогие, но при этом в 5 раз более 
энергоёмкие. Так, за один час работы при 
стоимости электроэнергии 4,5 руб./кВт ⋅ ч 
один светодиодный фонарь экономит 
0,9 руб. по сравнению с газоразрядным.

В таблице 1 в расчёте на один фонарь 
даны цены на установку и стоимость фона
рей, данные о расходе ими электроэнергии 
и её стоимости (при установке нескольких 
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фонарей их стоимость и стоимость уста
новки увеличиваются пропорционально 
количеству фонарей.

Оценив оба варианта, администрация 
решила установить фонари со светодиод
ными лампами. По окончании какого часа 
непрерывной работы системы освещения 
экономия от использования светодиодных 
фонарей компенсирует разность в их стои
мости покупки и установки?

Р е ш е н и е. Согласно данным табли
цы стоимость покупки и установки трёх 
фонарей с газоразрядной лампой составит 
(650 + 750) ⋅ 3 = 4200 (руб.), со светодиод
ной лампой – (2000 + 750) ⋅ 3 = 8250 (руб.). 
Разница в стоимости

8250 – 4200 = 4050 (руб.).
За один час непрерывной работы три 
фонаря с газоразрядной лампой тратят 
электроэнергии на сумму

4,5 ⋅ 0,250 ⋅ 3 = 3,375 (руб.),
со светодиодной лампой –

4,5 ⋅ 0,050 ⋅ 3 = 0,675 (руб.).
Разница в затратах на электричество 
за один час составляет 3,375 – 0,675 = 
= 2,7 (руб.). Чтобы покрыть разницу в сто
имости 4050 руб. разницей в затратах на 
электричество 2,7 руб. необходимо

=
4050 1500
2,7

 (ч).
В представленном решении есть из

лишние вычисления. В частности, ответ 
не изменится, если мы не будем учиты
вать стоимость установки 750 руб., т.к. она 
одинакова для обоих видов фонарей. В 
математическом обосновании этого факта 

указанная стоимость взаимно уничтожа
ется при раскрытии скобок в выражении 
(650 + 750) ⋅ 3 – (2000 + 750) ⋅ 3. Ответ 
также не изменится, если проводить все 
вычисления в расчёте на один фонарь, а 
не на три. Это следует из того, что в част

ном 
4050
2,7

 и числитель, и знаменатель со
держат утроенную рублевую сумму. Дей
ствительно, если вместо чисел 4050 и 2,7 
выписать выражения, в результате кото
рых они получились, то легко заметить, 
что эти выражения содержат общий мно
житель 3, равный числу фонарей, и на 
который дробь можно сократить.

В условии задачи данные неявно ду
блируются (в тексте и таблице), причём 
в тексте уже содержится информация об 
экономии, вычисляемой по данным табли
цы. Поэтому, если воспользоваться этой 
информацией из текста, то с учётом ска
занного выше ответ можно получить в два 
действия: 1) 2000 – 650 = 1350 (руб.) – раз
ница в стоимости одного фонаря разных 
типов; 2) 1350 ÷ 0,9 = 1500 (ч) – за столь
ко часов сумма экономии станет равной 
1350 руб. при экономии 0,9 руб./час.

О т в е т: 1500.

6.

Первое число 
2
5

 меньше второго числа 

0,65 на 
1 .
4

 Найдите разность между пер
вым и вторым числами, то есть найдите 

значение выражения −
2 0,65.
5

Таблица 1

Вид фонаря Стоимость
фонаря, руб.

Стоимость
установки, руб.

Электро-
потребление, Вт

Стоимость электро-
энергии, руб./кВт ∙ ч

Фонарь с газораз
рядной лампой 650 750 250 4,5

Фонарь со свето
диодной лампой 2000 750 50 4,5
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7.
На координатной прямой отмечена 

точка А, обозначающая иррациональное 
число.

Известно, что она соответствует одно
му из значений четырёх указанных ниже 
выражений. Какому из выражений соот
ветствует точка А, если значение только 
одного из них является иррациональ
ным?

1) 
24 ,
96

2) ⋅ −3 ( 12 27),

3) 
⋅9 27 ,
2

4) − 2( 96 24) .

8.
Найдите значение выражения

(4a2)3 : a9 ⋅ a3 при a = 2.

9.
Решите уравнение x2 + 3x – 4 = 0. В от

вете укажите отличный от 1 наименьший 
корень этого уравнения.

10.
На двух полках стоят 20 книг в твёр

дых или мягких обложках, из них 12 в 
твёрдой обложке, а 8 в мягкой обложке. 
Количество книг на каждой полке одина
ковое, при этом на первой полке в мягкой 
обложке стоит 6 книг. Читатель наугад 
выбирает полку и на ней одну книгу. Най
дите вероятность того, что книга окажется 
в твёрдой обложке. 

11.
На рисунке изображены графики функ

ций вида y = ax2 + bx + c. Установите со
ответствие между графиками функций и 
знаками коэффициентов.

В таблице под каждой буквой укажите 
соответствующий номер.

А Б В

12.
Время зарядки аккумуляторной бата

реи смартфона можно примерно рассчи

ГРАФИКИ
А) Б) В)

КОЭФФИЦИЕНТЫ
1) a > 0, b > 0, c > 0 2) a > 0, b > 0, c < 0 3) a < 0, b > 0, c > 0 
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тать по формуле = ⋅1,4 ,Ct
I

 где t – время 

зарядки аккумулятора (в часах, ч); C – ём
кость аккумулятора (в миллиамперах в 
час, мАч); I – сила тока зарядного устрой
ства (в миллиамперах, мА); 1,4 – постоян
ный коэффициент. Пользуясь этой форму
лой, определите ёмкость аккумулятора 
смартфона (в миллиамперах в час), если 
известно, что полностью разряженный ак
кумулятор за 3,5 часа заряжается на 100% 
от стандартного зарядного устройства с 
силой тока 2А (2000 мА), и за это же вре
мя заряжается лишь на 45% от порта ком
пьютера USB 3.0 с силой тока 900 мА.

13.
Число 0 входит в совокупности реше

ний каждого из неравенств 7 – 10x ≥ 0 и 
x – 2 ≥ –6. Требуется найти все значения 
x, удовлетворяющие каждому из данных 
неравенств. Другими словами, укажите 

решения системы неравенств 
− ≥


− ≥ −

7 10 0,
2 6.

x
x

14.
Андрей начал по утрам заниматься 

спортивной ходьбой и теперь каждый 
день проходит по 2000 м. Для того, чтобы 
изначально избежать резкой физической 
нагрузки на организм, в первую неделю 
занятий Андрей увеличивал нагрузку по
степенно: начал занятия в понедельник и 
в этот день прошёл небольшое расстояние, 

затем каждый день увеличивал пройден
ное расстояние на одно и тоже, кратное 
100, количество метров. В итоге в воскресе
нье первый раз прошёл запланированную 
дистанцию в 2000 м. Сколько метров про
шёл Андрей на первой неделе занятий в 
четверг, если известно, что на этой неделе 
за вторник и субботу вместе взятое прой
денное расстояние составило 2800 м?

15.
В равнобедренном треугольнике ABC 

с основанием AC из точки C проведён от
резок CD, являющийся одновременно и 
биссектрисой, и высотой этого треугольни
ка (рис. 2). Найдите угол ABC, если угол 
ACD равен 30°.

Рис. 2.
Треугольник ABC, 

CD есть биссектриса и высота

16.
Через точку A, лежащую вне окружно

сти, проведены две прямые (рис. 3).

Рис. 3.
Касательная и секущая к окружности

Одна прямая касается окружности в 
точке M. Другая прямая проходит через 
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центр окружности точку O и пересекает её 
в точках B и C, причём AB = 25, AC = 81, 
OM = 28. Найдите AM.

17.
Найдите площадь параллелограмма, 

изображённого на рисунке (рис. 4).

Рис. 4.
Параллелограмм с данными

18.
Найдите тангенс острого угла, образо

ванного пересечением двух прямых, изо
бражённых на рисунке (рис. 5).

Рис. 5.
Пересекающиеся прямые на квадратной 

решетке

19.
Какие из следующих утверждений вер

ны?
1) Если три угла или три стороны одно

го треугольника равны соответственно 
трём углам или трём сторонам другого 
треугольника, то такие треугольники по
добны.

2) Существует прямоугольник, диаго
нали которого равны и взаимно перпен
дикулярны.

3) Каждая из биссектрис прямоуголь
ного равнобедренного треугольника явля
ется его медианой и высотой.

В ответе запишите номера выбранных 
утверждений без пробелов, запятых и 
других дополнительных символов.

Часть 2
Задачи, для которых предполагается 

оформление их решения (развёрнутое ре-
шение). Все задачи 20–25 этого варианта 
имеют избыточные данные в условии.

20.
Решите уравнение, все корни которого 

являются целыми однозначными числа
ми x4 – 4x3 + 4x2 = 3x2 – 6x.

21.
Поезд, совершая перегон в 280 км, был 

задержан на двух станциях, расстояние 
между которыми 56 км. На первой стан
ции задержка составила 5 мин, на второй 
– 1 мин. Чтобы ликвидировать опоздание, 
поезд на скоростном участке в 28 км уве
личил скорость на 32 км/ч. Если бы его за
держали только на первой станции, то на 
указанном скоростном участке пришлось 
бы увеличивать скорость на 25 км/ч, а ес
ли бы задержали только на второй стан
ции, то на 4 км/ч. Найдите первоначально 
планируемую скорость поезда.

22.
Постройте график чётной функции 

− + +
=

2( 2| | 1)x x xy
x

 и определите, при ка
ких натуральных значениях с прямая 
y = c имеет с этим графиком ровно две 
общие точки.
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23.
В равнобедренной трапеции острый 

угол равен 60°, тупой – 120°. Диагона
ли трапеции являются биссектрисами её 
острых углов и перпендикулярны боко
вым сторонам, равными 10 см. Найдите 
среднюю линию этой трапеции.

24.
В четырёхугольнике ABCD известно, 

что AB = AD, BC = DC, ∠ABC = ∠ADC = 
= 90°. Докажите, что диагонали AC и BD 
перпендикулярны.

Комментарий к решению.
Пусть в четырёхугольнике ABCD диа

гонали AC и BD пересекаются в точке O 
(рис. 6).

Рис. 6.
Четырёхугольник ABCD 

Для доказательства сначала устанав
ливаем равенство треугольников ABC и 
ADC. Далее из этого равенства заключа
ем, что AO – бисссектриса угла A, которая 
в равнобедренном треугольнике ABD яв
ляется медианой и высотой. Поэтому AC 
и BD перпендикулярны.

Избыточные условия в данной задаче 
связаны с установлением равенства тре-
угольников ABC и ADC, вернее, с обосно
ванием указанного равенства. Так, в за
висимости от выбора данных, в качестве 
больших посылок можно использовать раз
ные признаки равенства треугольников (по 
двум сторонам и углу между ними – 1-й, 
по трём сторонам – 3-й), в том числе и при

знак равенства прямоугольных треуголь
ников (по катету и гипотенузе). Указанные 
три комбинации явно усматриваются.

Выделим более сложный случай, когда 
в условии задачи дана лишь одна пара 
равных сторон и равенство углов без ука
зания их величин. В этом случае заклю
чение задачи также верно. Покажем это. 
Пусть в четырёхугольнике  ABCD извест
но, что AB = AD и ∠ABC = ∠ADC. Первое 
равенство определяет, что треугольник 
ABD равнобедренный, значит, углы при 
основании равны, то есть ∠ABD = ∠ADB, 
поэтому будут равны и углы ∠DBC, 
∠BDC (как равные разности при рав
ных уменьшаемых и вычитаемых 
∠DBC = ∠ABC – ∠ABD = ∠ADC – ∠ADB = 
= ∠BDC). Из полученного равенства углов 
следует, что треугольник BDC равнобе
дренный. Далее доказательство сводится 
к одному из ранее рассмотренных случа
ев.

25.
В разностороннем треугольнике ABC 

известно, что медиана CM = 15 см, 

=
5cos ,

5
A  =

4 5cos .
10

B  Окружность с 

диаметром CM пересекает стороны AC и 
BC в их серединах – точках P и K соот
ветственно. Отрезок PK = 15 см. Найдите 
периметр треугольника АВС, если его 
площадь равна 180 см2.

Ответы
1) 5137; 2) 14; 3) 8; 4) 26; 5) 1500;
6) –0,25; 7) 3; 8) 64; 9) –4; 10) 0,6; 11) 231;
12) 5000; 13) 4; 14) 1400; 15) 60; 16) 45;
17) 2400; 18) 1; 19) 12 <или> 21;
20) {–1; 0; 2; 3}; 21) 80 км/ч; 22) c = 1, c = 2;
23) 15 см; 24) утверждение верно;
25) +30 18 5  см.
Статья поступила в редакцию	 24.03.2022;

принята к публикации	 19.05.2022.
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Решение задач, приведённых ниже, 
предполагает вдумчивое изучение тео
рии обыкновенных дробей (см. [4], [5]) 
с безусловным её пониманием. На наш 
взгляд, для закрепления теоретического 
материала и развития навыков его при
менения требуется соответствующая си
стема заданий. При её формировании 
мы опирались на материалы источников 
[1]–[3] и [6]. Заметим, что все подряд за
дачи рассматривать не обязательно; воз
можно привлечение и  других задач по 

усмотрению учителя. Подчеркнём, что в 
работе с текстовыми задачами мы реко
мендуем отдавать предпочтение арифме
тическим способам их решения.

Теперь перейдём непосредственно к за
дачам.

1. Как из 1 составить: а) 
3 ?
7

 б) 
37 ?

100
2. Нарисуйте квадрат со стороной 3 см. 

Разделите его на три равных прямоуголь
ника. Какую часть каждый прямоуголь
ник составляет от исходного квадрата?

М е тод ич е с к и й с е м и н а р 	M  e t h o d o lo g i c a l s e m i n a r
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Аннотация: тема «Обыкновенные дроби» явля-
ется одной из самых сложных в школьном кур-
се математики. Для её качественного усвоения 
требуется не только оптимальное изложение 
теоретических основ, но и подбор задач, кото-
рые способствовали бы пониманию материала 
и увлекали учащихся к их решению. В связи с 
этим в настоящей статье предлагается перечень 
задач по теме «Обыкновенные дроби» в допол-
нение к материалу, опубликованному ранее в 
журнале «Математика в школе» (см. [4], [5])

Abstract: the topic «Ordinary fractions» is one 
of the most difficult in the school mathematics 
course. For its qualitative assimilation, not only 
the optimal presentation of the theoretical foun-
dations is required, but also the selection of tasks 
that would contribute to the understanding of the 
material and attract students to their solution. In 
this regard, this article offers a list of problems on 
the topic «Ordinary fractions» in addition to the 
material published earlier in the journal «Math-
ematics in School» (see [4], [5])

© Кузьмичев А.И., Кузьмичева Т.Н., 2022

Самостоятельное применение приобретаемых знаний уясняет их детям
и делает их полной собственностью детей; они из знаний обращаются в умения.
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3. Какую часть 16 составляет от 64?
4. Найдите 24-ую часть от 15.
5. Какую часть от 1 кг составляют: 

а) 250 г? б) 300 г?
6. Какое число получится, если разде

лить 5 на 31 и взять 3 таких части?

7. К 
2
7

 прибавили 
2 ,
7

 а затем к полу

ченной сумме прибавили ещё 
2 .
7

 Какая 
дробь получилась? Во сколько раз она 

больше дроби 
2 ?
7

8. Найдите 
7
5

 от 15.

9. Сократите дробь 
516 .
558

10. Сколько сена получится из 100 ц 
свежей травы, если трава при высыхании 

теряет 
3
4

 своего веса?
11. Сколько квадратных сантиметров в 

7
10

 квадратного метра?
12. На новую церковь потратили 

3240 кг меди, причём 
5

12
 пошло на листы 

для купола, а всё остальное – на отливку 
пяти одинаковых колоколов. Сколько ме
ди пошло на отливку каждого колокола?

13. 
1
4

 содержится в единице 4 раза. 
Сколько раз она содержится: а) в 5; 

б) в 
3 ?
4

14. Сколько раз в 
1
4

содержится 
1 ?

12

15. Сколько раз в 
4
5

 содержится 
1 ?

10

16. Какую часть 
3

32
 составляет от 

9 ?
16

17. Найдите число, 
5

12
 которого равно 

5.

18. Пешеход за 
3
4

 часа проходит 4 км. 
За сколько часов он проходит 1 км? Како
ва его скорость?

19. Сколько раз 
3

100
 содержатся в 

9 ?
25

20. Петя вскопал 
1
5

 часть участка, а за

тем ещё 
2 .
5

 Какую часть участка ему оста
лось вскопать?

21. Число 64 разделить на 2 части так, 
чтобы одна часть: а) была вдвое более дру
гой; б) впятеро менее другой.

22. Группа туристов отправилась в по
ход и взяла продуктов на 12 дней. Но вы
яснилось, что в пути они пробудут на 3 
дня дольше, чем предполагали. Какую 
часть порции придётся получать теперь 
каждому туристу в сравнении с планируе
мой первоначально?

23. Охотничий порох – это смесь сели

тры, угля и серы. Селитра составляет 
4
5

 

всего количества пороха, уголь – 
3

20
 ко

личества селитры. Сколько нужно взять 
серы для получения 16 кг пороха?

24. Бригада из 8 человек получила за 
работу 54 тысячи рублей. Для другой ра
боты, которую бригада выполнила в тот 
же срок, к ней добавили двух человек, а 
оплату увеличили на 15 тысяч рублей. 
Какая работа оказалась выгоднее для 
бригады?

25. От груза в 675 кг лодка опускается 

в воду на 
14

12
 см. На сколько см опустит

ся эта лодка от груза в 810 кг?

26. Для Пети отрезали 
1
4

 часть дыни, 

а для Феди – 
1 .
3

 Остальное досталось Се
рёже. Кто из мальчиков получил бóльшую 
часть дыни?
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27. Поезд прошёл 
5
9

 всего пути между 
двумя станциями, и осталось ещё 20 км. 
Найдите расстояние между станциями.

28. Какая из дробей больше: 
896

3968
 или 

1664 ?
7808

29. В дроби 
7

18
 знаменатель разделили 

на 3. Какая дробь получилась? Во сколько 

раз она больше дроби 
7 ?

18
30. В дроби 

9
16

 числитель разделили 
на 3. Какая дробь получилась? Во сколько 

раз она меньше дроби 
9 ?

16
31. В дроби 

7
18

 числитель умножили 
на 4. Какая дробь получилась? Во сколько 

раз она больше дроби 
7 ?

18
32. В дроби 

7
18

 знаменатель умножили 

на 3. Какая дробь получилась? Во сколько 

раз она меньше дроби 
7 ?

18
33. Не вычисляя, определите, как из

менится дробь, если:
а) числитель умножить на 4;
б) знаменатель умножить на 3;
в) числитель умножить на 3, а знаме

натель умножить на 4;
г) числитель умножить на 6, а знаме

натель умножить на 4;
д) числитель разделить на 4;
е) знаменатель разделить на 4;
ж) числитель умножить на 2, а знаме

натель разделить на 4;
з) числитель разделить на 3, а знаме

натель умножить на 4.

34. Из 1 кг серебра 
2
3

 израсходовали 
на столовые ложки, а из остального сере
бра сделали чайные. На одну чайную 

ложку требуется 
1
48

 кг серебра. Сколько 
чайных ложек изготовили?

35. Какую часть суток составляют 36 
минут 24 секунды?

36. Какую сумму нужно положить в 
банк под 4% годовых, чтобы через год по
лучить прибыль в 1200 рублей?

37. Найдите число, 
3
5

 которого состав
ляют 12.

38. Расположите в порядке возраста

ния дроби 
7 ,

15
 
7 ,
5

 
2

15
 и 

6 .
25

39. Расположите в порядке убывания 

дроби 
27 ,
56

 
37 ,
59

 
2

11
 и 

32 .
97

40. Что больше: ⋅
5 8
7 13

 или ⋅
3 8 ?
5 13

 По
чему?

41. Вычислите:

а)  − − 
 

2 3 1 ;
3 10 3

	  б)  − − 
 

5 1 3 ;
2 2 7

в)  ⋅ ⋅ 
 

2 3 7 ;
7 5 8

г) ⋅ + ⋅
2 5 5 5 ;
7 3 7 3

	 д) ⋅ + ⋅
31 5 31 4 ;
80 9 80 9

е) 
5 5: ;
7 21

 ж) 
12 4: .
17 51

42. Объясните, почему найти 
3
8

 от 
5
7

 – 

значит, умножить 
3
8

 на 
5 .
7

43. Как найти 
k
n

 от ,m
l

 где k, n, m, l – 
натуральные числа?

44. Мальчик 
3
5

 своих денег истратил 

на книгу, а 
2
7

 – на мороженое. У него 
осталось 20 рублей. Сколько денег у него 
было?

45. Пенсия у бабушки 17136 рублей. За 

квартиру она платит 
1
6

 своей пенсии, 
1
9

 
уходит на лекарства, 9600 рублей в год на 
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мелкие расходы по 
1

12
 каждый месяц. 

Сколько денег остаётся у бабушки в месяц 
на остальные расходы?

46. Велосипедисты от Москвы до Кур
ска ехали три дня по шоссе с расстоянием 

580 км. В первый день они проехали 
1
3

 

всего пути, во второй – 
6
7

 от того, что они 
проехали в первый день. Сколько киломе
тров проехали велосипедисты в третий 
день?

47. Для настила пола на даче нужно 
120 досок одинаковой длины шириной 

18
2

 см. Сколько досок такой же длины, но 

шириной 
48
7

 см потребуется для настила 
этого пола?

48. За 
52
8

 м материи заплатили 
3600
5

 

рублей. Сколько стоит 
57
8

 м такой мате
рии?

49. Пассажирский поезд за 
32
4

 часа 

проходит 
1225
2

 км, а грузовой за 
53
6

 часа 

проходит 
1203
6

 км. Во сколько раз ско
рость пассажирского поезда больше скоро
сти грузового?

50. За 
27
40

 суток часы отстали на 
3

20
 

часа. На сколько эти часы отстанут за 
26
3

 
часа?

51. Старший брат 
1
4

 тульского пряни
ка разделил на 9 равных частей и одну 

часть отдал сестре. Младший брат 
1
9

 та
кого же пряника разделил на 5 равных 
кусков и один отдал сестре. От кого сестра 
получила больше?

52. Бассейн длиной 100 м, шириной 

30 м и глубиной 4 м заполняют через 
две трубы. Через одну трубу втекает 1 ку
бометр воды в минуту, а через другую – 36 
кубометров воды в час. Через какое время 

бассейн заполнится на 
1 ?
3

53. Сравните выражения:

а)  
 
 

5 2 3: :
8 3 4

 и  
 
 

5 3 2: : ;
8 4 3

б)  ⋅ 
 

5 2 3:
8 3 4

 и   ⋅ 
 

5 2 3: .
8 3 4

54. Два друга хотели купить мороженое 
стоимостью 60 рублей, но ни у того, ни у 
другого не хватало денег на покупку. Тог
да первый предложил второму: «Дай мне 
2
3

 твоих денег, и я куплю мороженое». На 

что второй возразил: «Лучше ты дай 
3
4

 
твоих денег, и тогда я сам смогу купить 
мороженое». Сколько денег было у каждо
го?

55. Петя израсходовал 
3

10
 своих денег, 

а затем ещё 
5
7

 остатка, после чего у него 
осталось на 210 рублей меньше, чем он 
израсходовал за оба раза. Сколько денег 
было у Пети?

56. В четырёхэтажной школе 600 уче
ников. На 1-м этаже учеников вдвое боль
ше, чем на 4-м. А число учеников на 2-м 
и 3-м этажах равно числу учеников на 1-м 
и 4-м. На 3-м этаже число учеников равно 
5
7

 того, что есть на 2-м. Сколько учеников 
на каждом этаже?

57. Бабушка на рынке продала с утра 

по 100 рублей за килограмм 
1
3

 всех огур
цов, после обеда по 120 рублей за кило

грамм – 
1 ,
4

 а все остальные вечером по 80 
рублей за килограмм. За всё время тор
говли она заработала 580 рублей. Сколь
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ко килограммов огурцов продала бабушка 
в этот день?

58. В двух ящиках 
115
5

 кг апельсинов. 
Из первого ящика пересыпали  во второй 

31
5

 кг. Тогда масса апельсинов в нём ста

ла на 
7

10
 больше, чем во втором. Сколько 

кг апельсинов было изначально в каждом 
ящике?

59. Трём мальчикам дали 120 орехов. 

Первому – 
3

10
 от всего количества, второ

му – 
5
6

 от части первого, а третьему – всё 
остальное. Сколько орехов досталось каж
дому мальчику?

60. Покупатель заплатил за покупку 

машины 
19
25

 всей суммы, а за дополни

тельное оборудование на 
31

10
 миллиона 

рублей меньше, чем он заплатил за������ �����авто
мобиль. Какова цена автомобиля?

61. Найти два числа, которые от вычи
тания и от деления дают одно и то же чис

ло, а именно 
12 .
4

Ответы, указания, решения
1. Р е ш е н и е. а) Разделить 1 на 4 рав

ные части и взять 3 из них. б) Разделить 1 
на 100 равных частей и взять 37 из них.

2. 
1 .
3

3. 
1 .
4

Р е ш е н и е. = ⋅
116 64.
4

4. 
5 .
8

Р е ш е н и е. = =
15 515 : 24 .
24 8

5. а) 
1 ;
4

 б) 
3 .

10

6. 
15 .
31

7. 
6 ;
7

 в 3 раза.

8. 21.
Р е ш е н и е. 

1
5

 от 15 равна 3. Тогда 
7
5

 
от 15 в 7 раз больше, чем 3, то есть 21.

9. 
86 .
93

10. 25 ц.
11. 7000.
Р е ш е н и е. В 1 м2 содержится 

10000 см2. Тогда в 
1

10
 м2 содержится 

1000 см2, а в 
7

10
 м2 – в 7 раз больше, то 

есть 7000 см2.
12. 378 кг.
13. а) 20 раз; б) 3 раза.
14. 3 раза.
15. 8 раз.

16. 
1 .
6

17. 12.

18. 
3

16
 часа и 

16
3

 км/ч.
Р е ш е н и е. 1 км пешеход проходит в 

4 раза быстрее, чем 4 км, то есть за 

=
3 3: 4
4 16

 часа. Тогда его скорость 
16
3

 км/ч.
19. 12 раз.

20. 
2 .
5

21. а) 
128

3
 и 

64 ;
3

 б) 
64
6

 и 
320 .

6
Указания. а) Делим 64 на 3 равные ча

сти. б) Делим 64 на 6 равных частей.

22. 
12 .
15

Указание. Туристы пробудут в походе 
15 дней вместо 12, значит, каждый из них 

будет получать в 
15
12

 раза меньше того, 
что получали бы по первоначальному 
плану.

23. 1,28 кг.



24 Математика в школе  7 / 2022	 Mathematics at school  7/2022

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

24. Вторая.
Р е ш е н и е. Каждый работник в пер

вый раз получил =
2754 : 8
4

 (тыс. руб.), а 

во второй – 
+

=
54 15 69

10 10
 (тыс. руб.). Но 

= > =
69 138 135 27 .
10 20 20 4

25. 4,9 см.

Р е ш е н и е. 
14

12
 см =

49
12

 см. Значит, 
от груза в 1 кг лодка опускается на 

=

49
4912

675 8100
 (см). Тогда от груза в 810 кг 

лодка опустится на ⋅ =
49 810 4,9

8100
 (см).

26. Серёже.
Р е ш е н и е. Доля Серёжи равна 
 − + = 
 

1 1 51 ;
4 3 12

 при этом > >
5 1 1 .

12 3 4
27. 45 км.
Р е ш е н и е. 20 км – это 

4
9

 всего пу- 
ти, но тогда весь путь равен

⋅
= =

4 20 920 : 45
9 4

 (км).

28. >
896 1664 .

3968 7808
Р е ш е н и е.

⋅
= =

⋅
896 7 7 61

3968 31 31 61
⋅

> = =
⋅

13 31 13 1664 .
61 31 61 7808

29. 
7 ;
6

 в 3 раза.

30. 
3 ;

16
 в 3 раза.

31. 
14 ;
9

 в 4 раза.

32. 
7 ;

54
 в 3 раза.

33. а) Дробь увеличится в 4 раза; 
б) дробь уменьшится в 3 раза; в) дробь 

уменьшится в 
4
3

 раза; г) дробь увеличит

ся в 
3
2

 раза; д) дробь уменьшится в 4 раза; 

е) дробь увеличится в 4 раза; ж) дробь уве
личится в 8 раз; з) дробь уменьшится в 
12 раз.

34. 16.

35. 
91 .

3600
Р е ш е н и е. В сутках 24 часа, что со

ставляет 1440 минут или 86400 секунд. 
Но 36 мин. 24 сек. – это 2184 сек. Значит, 

36 мин. 24 сек. составят =
2184 91
86400 3600

 су
ток.

36. 30000 руб.
37. 20.

38. 
2 ,

15
 

6 ,
25

 
7 ,

15
 
7 .
5

Р е ш е н и е. =
2 10 ;

15 75
 =

6 18 ;
25 75

 =
7 35 ;

15 75
 

=
7 105 .
5 75

39. 
37 ,
59

 
27 ,
56

 
32 ,
97

 
2 .

11

40. ⋅ > ⋅
5 8 3 8 .
7 13 5 13

Р е ш е н и е. Так как = > =
5 25 21 3 ,
7 35 35 5

 то 

по свойствам порядка ⋅ > ⋅
5 8 3 8 .
7 13 5 13

41. а) 
1 ;
30

 б) 
32 ;
7

 в) 
3 ;

20
 г) 

5 ;
3

 д) 
31 ;
80

 

е) 3; ж) 9.
Указание. В примерах а) – в) перед 

выполнением действий расставить скоб
ки и поменять местами слагаемые или 
сомножители. В примерах г) – д) вынести 
за скобки общий множитель, а затем вы
полнить действия.

42. Р е ш е н и е. Чтобы найти 
3
8

 от 
5 ,
7

 

вначале найдём 
1
8

 от 
5 .
7

 Для этого 
5
7

 раз
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делим на 8 (или умножим на 
1
8

). Но 
3
8

 в 

три раза больше, чем 
1 .
8

 Значит, надо по
лученное от деления на 8 число умножить 
на 3. Таким образом, получим число 

   ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅   
   

1 5 1 5 3 53 3 .
8 7 8 7 8 7

43. Р е ш е н и е. Как и в задаче 42, вна

чале дробь 
m
l

 делим на n, то есть умно

жаем на 
1 .
n

 Затем полученное число 
умножаем на k. В итоге получим:

   ⋅ = ⋅ ⋅ =   
   

1:m mk n k
l l n

   = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅   
   

1 1 .m m k mk k
n l n l n l

44. 175 рублей.

Р е ш е н и е . + =
3 2 31
5 7 35

 – такую часть 
своих денег мальчик истратил на покупку 
книги и мороженого. Тогда у него оста

лось 20 рублей, или 
4
35

 всех денег. На

ходим число по его части: 
1
35

 – это 20 : 4 = 

= 5 (рублей), значит, 
35
35

 – это 175 ру
блей.

45. 11576 рублей.

46. 
20220
21

 км.
47. 119.
Р е ш е н и е. Застелить требуется 

⋅ ⋅ =
17120 1020
2

a a  м2 пола, где а – длина 
доски. Тогда требуемое количество досок 
той же длины а, но новой ширины равна 

=601020
7

: 119a a  штук.
48. 1744,6 рубля.

49. В =
82 291
53 53

 раза.

Р е ш е н и е. Скорость пассажирского 

поезда равна 
451
2

 км : =
11  ч 82
4

 км/ч, а 
скорость грузового поезда –

1219
6

 км =
23:  ч 53
6

 км/ч.

Отношение скоростей равно 
82 .
53

50. На 
5
81

 часа.

Р е ш е н и е. 
⋅

⋅ = =
27 27 24 8124
40 40 5

 – 

столько часов в 
27
40

 суток. Тогда за 1 час 

часы отстанут на =
3 81 1:

20 5 108
 часа. Зна

чит, за 6
2
3

 часа часы отстанут на 

⋅ =
1 20 5

108 3 81
 часа.

51. От старшего.
Р е ш е н и е. Старший брат отдал сестре 

=
1 1: 9
4 36

 часть тульского пряника, а 

младший – =
1 1: 5 .
9 45

52. Через 
125

3
 часа.

Р е ш е н и е. 
1
3

 объёма бассейна состав
ляет 4000 м3. Скорость заполнения бас
сейна двумя трубами равна

60 + 36 = 96 (м3/ч).
Искомое время равно

=
1254000 : 96

3
 часа.

53. а) Равны; б)    ⋅ < ⋅   
   

5 2 3 5 2 3: : .
8 3 4 8 3 4

54. У первого 40 рублей, у второго 30 
рублей.

55. 350 рублей.
Р е ш е н и е. Остаток от первого раза со

ставлял − =
3 71 ,

10 10
 а 

5
7

 от 
7

10
 равно 
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⋅ =
5 7 1 .
7 10 2

 Всего Петя израсходовал 

+ = =
3 1 8 4

10 2 10 5
 своих денег. У него оста

лось 
1
5

 их часть, что на 210 рублей мень
ше, чем он израсходовал, то есть 210 ру

блей – это − =
4 1 3
5 5 5

 всех денег Пети. Зна

чит, у него было =
3210 : 350
5

 рублей.
56. 200; 175; 125; 100.
Р е ш е н и е. Примем за единицу ту 

часть учеников, которая учится на 2-м 

этаже. Тогда на 3-м этаже учится 
5 ,
7

 а на 

2-м и 3-м вместе – + =
5 121
7 7

 этого количе

ства учеников, что по условию задачи 
равно числу учеников на 1-м и 4-м эта
жах. Но на 1-м этаже учится учеников 
вдвое больше, чем на 4-м. Значит, на 4-м 

этаже их доля =
12 4: 3 ,
7 7

 а на 1-м – 

⋅ =
4 82 .
7 7

 Т.к. на всех четырёх этажах 

учится + =
12 12 24
7 7 7

 частей учеников, 
то на одну часть приходится 

⋅
= =

24 600 7600 : 175
7 24

 учеников. Следова

тельно, на 1-м этаже учится ⋅ =
8175 200,
7

 

на 3-м – ⋅ =
5175 125,
7

 на 4-м – ⋅ =
4175 100
7

учеников.
57. 6 кг.

58. 
1314
25

 кг и 
17
25

 кг.

59. 36, 30 и 54.
60. 1,9 млн. руб.

61. 
41
5

 и 
14 .
20

Р е ш е н и е. Меньшее число в большем 

содержится 
12
4

 раза, а в их разности оно 

должно содержаться − =
1 12 1 1
4 4

 раза. 
Следовательно, меньшее число равно 

=
1 1 42 :1 1 ,
4 4 5

 а большее – ⋅ =
4 1 11 2 4 .
5 4 20
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Понятие GA-выпуклой функции 
Напомним, функция f : l → R называ

ется выпуклой на промежутке l ~ R, ес
ли для любых чисел a и b из l и любого 
λ ∈ [0; 1] выполняется неравенство

f(λa + (1 – λ)b) ≤ λf(a) + (1 – λ)f(b).	 (1)
Если при этом для любых различных 

чисел a и b из l и любого λ ∈ (0; 1) выпол
няется неравенство 

f(λa + (1 – λ)b) < λf(a) + (1 – λ)f(b),	 (2)
то функцию f называют строго выпуклой 
на рассматриваемом промежутке.

Аналогично определяются вогнутая и 
строго вогнутая функции – для этого в 
(1)–(2) знаки неравенств заменяются на 
≥ и > соответственно.

Введём в рассмотрение понятие 
GA-выпуклой функции.

Определение 1 [1–3]. Функцию f : l ~  
~ (0; +∞) → R назовём GA-выпуклой на 
промежутке l, если для любых чисел a и 
b из l и любого λ ∈ [0; 1] выполняется не
равенство

	 f(aλb1–λ) ≤ λf(a) + (1 – λ)f(b).	 (3)
Если в условиях определения 1 для лю

бых различных чисел a и b из l и любого 
λ ∈ (0; 1) выполняется неравенство 

	 f(aλb1–λ) < λf(a) + (1 – λ)f(b),	 (4)
то функцию f будем называть строго GA-
выпуклой на промежутке l.

Очевидно, строго GA-выпуклая функ
ция является GA-выпуклой.

Изменение знаков неравенств в соот
ношениях (3)–(4) на противоположные 
приводит к определениям понятий GA-
вогнутой и строго GA-вогнутой функций.

Приведём примеры GA-выпуклых и 
GA-вогнутых функций. 

1. Функция f(x) = x, x > 0, является стро
го GA-выпуклой. Это следует из весового 
неравенства Коши для различных поло
жительных чисел a и b:

aλb1–λ < λa + (1 – λ)b, a ≠ b, λ ∈ (0; 1),
реализующего неравенство (4).

2. Весовое неравенство Коши для двух 
различных положительных чисел позво
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ляет легко обосновать также строгую GA-
выпуклость функции f(x) = xq, x > 0, где 
q – произвольное отличное от нуля дей
ствительное число:

(aλb1–λ)q = (aq)λ(bq)1–λ < λaq + (1 – λ)bq,
a > 0, b > 0, a ≠ b, λ ∈ (0; 1).

3. Нетрудно видеть отсюда, что функ
ция f(x) = –x2, x > 0, будет строго GA-
вогнутой.

4. На интервале (0; +∞) функция 
f(x) = c + γln x, где c и γ – вещественные 
константы, является и GA-выпуклой, и 
GA-вогнутой.

Действительно, для неё имеем:
f(aλb1–λ) = c + γ ln (aλb1–λ) =

= c + λγ ln a + (1 – λ)γ ln b =
= λ(c + γ ln a) + (1 – λ)(c + γ ln b) =

= λf(a) + (1 – λ)f(b).
Видим, что для данной функции не

равенство (3) и противоположное ему не
равенство выполняются со знаком равен
ства.

Из последнего следует, в частности, что 
и функция f(x) = ln x, и функция f(x) = c на 
всяком промежутке l € (0; +∞) являются и 
GA-выпуклыми, и GA-вогнутыми.

Замечание 1. В терминологии статьи 
[4] GA-выпуклая функция есть (0, 1)-вы-
пуклая функция.

Геометрическая характеризация 
GA-выпуклости

Для геометрической характеризации 
понятия GA-выпуклой функции введём 
понятие логарифмической дуги (логариф
мической кривой). 

Определение 2. Всякую связную часть 
графика функции y = c + γ ln x, x > 0 
(–∞ < c, γ < +∞), условимся называть ло-
гарифмической дугой, или логарифмиче-
ской кривой.

Покажем, что существует ровно одна 
логарифмическая дуга, соединяющая две 
точки правой полуплоскости плоскости 

xOy, не лежащие на одной вертикали.
Пусть M1(x1; y1) (x1 > 0) и M2(x2; y2) 

(x2 > 0, x2 ≠ x1) – произвольные фиксиро
ванные точки. Координаты данных точек 
подставим в общее уравнение y = c + γ ln x 
логарифмической кривой. Получим сле
дующую систему линейных уравнений от
носительно параметров с и γ:

= + γ
 = + γ

1 1

2 2

ln ,
ln .

y c x
y c x

Решая систему, получаем её единственное 
решение

−
=

−
1 2 2 1

2 1

ln ln
,

ln ln
y x y x

c
x x

 
−

γ =
−

2 1

2 1
.

ln ln
y y
x x

Таким образом, кривая
−

= +
−

1 2 2 1

2 1

ln ln
ln ln

y x y x
y

x x
−
−

2 1

2 1
ln

ln ln
y y

x
x x

	 (5)

есть единственная логарифмическая ду
га, соединяющая точки M1 и M2. Нужное 
показано.

Из (5) следует, что если точки M1 и 
M2 лежат на одной горизонтали (в таком 
случае y1 =y2), то их соединяющая лога
рифмическая дуга вырождается в отрезок 
горизонтальной прямой y = y1.

Рассмотрим сейчас геометрическую 
интерпретацию GA-выпуклости. Пока
жем, что если f(x) – строго GA-выпуклая 
на промежутке l функция, то для любого 
отрезка [a; b], принадлежащего l, и любо
го x ∈ (a; b) выполняется условие: точка 
(x; f(x)) графика функции f будет нахо
диться ниже точки логарифмической ду
ги, соединяющей точки (a; f(a)), (b; f(b)), 
с той же абсциссой x. Для этого, отправ
ляясь от (5), составим уравнение данной 
логарифмической дуги

−
= +

−
( ) ln ( ) ln

ln ln
f a b f b ay

b a
−
−

( ) ( ) ln
ln ln
f b f a x

b a
	 (6)

и x ∈ (a; b) представим в виде

	 =
log log

.
b a
a b

b a
x x

x a b 	 (7)
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Заметим при этом, что для показателей 
степеней в правой части представления 
(7) выполняются условия:

∈log (0;1),b
a

b
x

 ∈log (0;1),a
b

a
x

+ =log log 1.b a
a b

b a
x x

Отсюда и из условия GA-выпуклости 
функции f следует оценка

 
 = <  
 

log log

( )
b a
a b

b a
x x

f x f a b

< ⋅ + ⋅log ( ) log ( ).b a
a b

b af a f b
x x

Но в полученной оценке выражение

⋅ + ⋅log ( ) log ( ),b a
a b

b af a f b
x x

легко видеть, преобразуется к виду
−

+
−

( ) ln ( ) ln
ln ln

f a b f b a
b a

−
−

( ) ( ) ln ,
ln ln
f b f a x

b a
то есть к виду правой части (6). Значит, 
точка (x; f(x)), x ∈ (a; b), графика функции 
f лежит строго ниже точки

− − + − − 

( ) ln ( ) ln ( ) ( ); ln
ln ln ln ln

f a b f b a f b f ax x
b a b a

логарифмической дуги (6).
Аналогичными рассуждениями нетруд

но показать, что если f(x) – GA-выпуклая 
на промежутке l функция, то для любого 
отрезка [a; b], принадлежащего l, и любо
го x ∈ (a; b) выполняется условие: точка 
(x; f(x)) графика функции f лежит не вы
ше точки логарифмической дуги, соеди
няющей точки (a; f(a)), (b; f(b)), с той же 
абсциссой x.

Соответствующую геометрическую ха
рактеризацию читатель может сформу
лировать и в отношении GA-вогнутой и 
строго GA-вогнутой функций.

Замечание 2. Очевидно, что рассмо
тренные утверждения, характеризующие 

GA-выпуклость (GA-вогнутость) функции 
геометрически, обратимы.

Достаточные условия строгой 
GA-выпуклости функции

Условимся в дальнейшем правую часть 
(6) для краткости обозначать символом 
τ( , )( ),a b

f x  то есть
−

τ = +
−

( , ) ( ) ln ( ) ln
ln ln

a b
f

f a b f b a
b a

−
+

−
( ) ( ) ln .

ln ln
f b f a x

b a
Кроме того, для дважды дифференци

руемой функции f(x) введём в рассмотре
ние символ ∆f(x) = f ′(x) + xf ′′(x).

Выведем достаточные условия строгой 
GA-выпуклости и строгой GA-вогнутости 
функции, непрерывной на промежутке 
l ~ (0; +∞) и дважды дифференцируемой 
внутри этого промежутка. Справедлива

Теорема А. Пусть f : l → R – функ
ция, непрерывная на промежутке 
l ~ (0; +∞) и дважды дифференцируемая 
внутри этого промежутка. Если внутри 
l выполняется условие ∆(x) > 0, то f(x) – 
строго GA-выпуклая на рассматриваемом 
промежутке функция. Если же внутри 
l ∆(x) < 0, то f(x) – строго GA-вогнутая на 
промежутке l функция.

Доказательство. Пусть [a; b] – произ
вольный отрезок из промежутка l. Пока
жем, что при условии ∆(x) > 0 для любого 
x, a < x < b, будет выполняться неравен
ство < τ( , )( ) ( ).a b

ff x x  Последнее будет озна
чать строгую GA-выпуклость функции f 
на промежутке l.

Имеют место преобразования:

τ − =( , )( ) ( )a b
f x f x −

+
−

( ) ln ( ) ln
ln ln

f a b f b a
b a

−
+ − =

−
( ) ( ) ln ( )

ln ln
f b f a x f x

b a

= ⋅ + ⋅ − =log ( ) log ( ) ( )b b
a a

b xf a f b f x
x a
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= ⋅ − + ⋅ − =log ( ( ) ( )) log ( ( ) ( ))b b
a a

b xf a f x f b f х
x a

⋅ − − = ⋅ − − − 

ln ln ( ) ( ) ( ) ( ) .
ln ln ln lnln

b x
f b f x f a f xx a

b b x a x
a

В последнем произведении первый 
множитель, очевидно, положительный. 
Второй же множитель

− −
= −

− −
( ) ( ) ( ) ( )

ln ln ln ln
f b f x f a f xA

b x a x
 

преобразуем по теореме Коши:
′ ′η ξ ′ ′= − = η η − ξ ξ

η ξ

( ) ( ) ( ) ( ),
1 1

f fA f f

где ξ и η – некоторые средние точки, удо
влетворяющие условию a < ξ < x < η < b. 
Применяя теперь к разности ηf ′(η) – ξf ′(ξ) 
формулу Лагранжа конечных прираще
ний, получаем:

A = (f ′(ζ) + ζf ′′(ζ))(η – ξ) = ∆f(ζ)(η – ξ),
где ζ – некоторая точка, лежащая между 
точками ξ и η. Так как ∆f(ζ) > 0, то отсюда 
имеем τ − >( , )( ) ( ) 0,a b

f x f x  a < x < b. Нужное 
показано.

Второе утверждение теоремы устанав
ливается аналогично. Теорема доказана. 

Замечание 3. Техника доказательства 
установленной теоремы позволяет ска
зать, что если внутри промежутка l для 
функции f(x) выполняется условие 
∆ ≥( ) 0f x , то данная функция будет 
GA-выпуклой на l. Точно так же, если для 
внутренних точек промежутка l будет 
иметь место условие ∆f(x) ≤ 0, то функция 
f(x) – GA-вогнутая на l.

Рассмотрим несколько примеров при
менения теоремы А.

1. Для функции f(x) = ex, x > 0, имеем: 
∆f(x) = ex + xex > 0, следовательно, данная 
функция будет строго GA-выпуклой. 

2. Рассмотрим функцию f(x) = chx, x > 0. 
Напомним, гиперболический косинус за

даётся формулой 
−+

= .
2

x xe echx  Для дан
ной функции имеем:

− −− +
∆ = + >( ) 0,

2 2

x x x xe e e ex x

значит, эта функция также является стро
го GA-выпуклой.

По аналогии легко показать строгую 
GA-выпуклость функции f(x) = shx, x > 0, 

где 
−−

=
2

x xe eshx  – гиперболический си
нус.

3. На промежутке (0; 1] будет строго 
GA-выпуклой функция 

−
=

1( ) ,xf x
x

 ибо 
для неё величина ∆f(x) имеет вид:

∆ = − + ⋅ =2 3 2
1 2 1( ) .f x x
x x x

Очевидно, эта величина внутри проме
жутка (0; 1] положительна.

4. В строгой GA-выпуклости функции 
f(x) = xq, x > 0, q ∈ R, можно убедиться ещё 
раз: для неё ∆f(x) = q2xq–1 > 0.

5. Функция 
−

=
1( ) ln ,xg x

x
 x ∈ (0; 1), 

является строго GA-вогнутой, так как на 
интервале (0; 1) величина ∆ = −

− 2
1( )

( 1)g x
x

 
отрицательна.

6. Рассмотрим, наконец, функцию 

h(x) = 1 + 2 ln x. Для неё ∆ = − ≡2
2 2( ) 0,h x x
x x

 
следовательно, на интервале (0; +∞) эта 
функция будет и GA-выпуклой, и GA-вог-
нутой.

О применении GA-выпуклых 
функций при решении уравнений
Рассмотрим приём решения некоторых 

уравнений, опирающийся на использо
вание понятия строго GA-выпуклой или 
строго GA-вогнутой функции. Этот приём 
доставляется следующей теоремой.

Теорема Б. Пусть f : l → R – строго 
GA-выпуклая или строго GA-вогнутая на 
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промежутке l ~ (0; +∞) числовой прямой 
Ox функция и u, v, uλv1–λ ∈ l, где λ ∈ R. 
Тогда равенство

	 f(uλv1–λ) = λf(u) + (1 – λ)f(v)	 (8)
справедливо лишь при условии: либо 
u = v, либо λ = 0, либо λ = 1.

Доказательство. Очевидно, что если 
или u = v, или λ = 0, или λ = 1, то равен
ство (8) выполняется.

Пусть f – строго GA-выпуклая на про
межутке l функция, имеют место включе
ния ,u v , w = uλv1–λ ∈ l, а также выполня
ется (8). Предположим, что u ≠ v.

В приведённых условиях включение 
λ ∈ (0; 1) выполняться не может, ибо по 
определению строгой GA-выпуклости 
функции выполнение (8) невозможно. 

Если λ > 1, то положим α =
λ
1 ;  ясно, что 

α ∈ (0; 1). Тогда имеем:
α−

α α=
1 1

,w u v  u = wαv1–α,
f(w) = λf(u) + (1 – λ)f(v) =
= λf(wαv1–α) + (1 – λ)f(v) <

< λαf(w) + λ(1 – α)f(v) + (1 – λ)f(v) = f(w).
Полученная оценка позволяет сделать 

вывод о том, что λ не может превосходить 
1.

Если λ < 0, то положим β =
− λ
1 ;

1
 оче

видно, β ∈ (0; 1). Имеем:
β−

β β=
1 1

,w u v  v = wβu1–β,
f(w) = λf(u) + (1 – λ)f(v) =
= λf(u) + (1 – λ)f(wβu1–β) <

< λf(u) + (1 – λ)βf(w) +
+ (1 – λ)(1 – β)f(u) = f(w).

И эта оценка невозможна, поэтому λ не 
может быть отрицательным значением.

Таким образом, если (8) выполняется, 
то либо u = v, либо λ = 0, либо λ = 1.

В случае строгой GA-вогнутости функ
ции f рассуждения аналогичны. Теорема 
Б полностью доказана.

Рассмотрим примеры применения уста
новленной теоремы Б.

Задача 1. Решите уравнение
− + −+ =

22 2 42 .x x xe e e
Р е ш е н и е. Уравнение задано на от

резке [–2; 2], при этом значения x = –2, 
x = 2 не являются его корнями. На интерва
ле же (–2; 2) оно равносильно уравнению

− ⋅ + − += +2 2 2 21 1 ,
2 2

x x x xe e e

которое есть уравнение вида (8) со строго 
GA-выпуклой функцией f(x) = ex, x > 0, и 
λ =

1 ,
2

 u = 2 – x, v = 2 + x. Отсюда в силу 
теоремы Б следует, что нам теперь доста
точно решить уравнение 2 – x = 2 + x. Из 
последнего находим единственный иско
мый корень x = 0.

О т в е т: x = 0.
Задача 2. Решите уравнение

⋅ = +
2 26 sin cos 2 26 62 3 2 sin 3 cos .x x x x

Р е ш е н и е. Областью определения 
уравнения является множество R. Заме
чаем, что данное уравнение есть уравне
ние вида (8), которое порождается строго 
GA-выпуклой функцией = 6( ) ,f x x  x > 0, 
и λ = sin2x, u = 2, v = 3. Следовательно, 
оно равносильно совокупности уравне
ний

=
 =
 = −

sin 0,
sin 1,

sin 1.

x
x

x

Отсюда находим искомое множество кор

ней 
π 

 
 

,
2

n  n ∈ Z.
О т в е т: 

π
= ,

2
x n  n ∈ Z.

Задача 3. Решите уравнение

⋅ − + = − + +9 344 (1 )(1 ) 1 3(1 ) .x x x x

Р е ш е н и е. Уравнение на своей обла
сти задания [–1; 1] равносильно уравне
нию
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− + = − + +
1 3

3 34 4 1 3(1 ) ((1 ) ) (1 ) (1 ) .
4 4

x x x x 	 (9)

Заметим, значения x = ± 1 не являются 
корнями уравнения (9), а на интервале 
(–1; 1) оно является уравнением вида (8), 
в котором f(x) = x, x > 0, есть строго 

GA-выпуклая функция и λ =
1 ,
4

 u = 1 – x,  
v = (1 + x)3. Согласно теореме Б, уравнение 
(9) равносильно уравнению 1 – x = (1 + x)3. 
Последнее же уравнение имеет един
ственный легко угадываемый корень 
x = 0. Его единственность следует из того, 
что u = 1 – x – убывающая, а v = (1 + x)3 
– возрастающая на интервале (–1; 1) 
функции.

О т в е т: x = 0.
Задача 4. Докажите, что уравнение 

− + − = − +5 6 52 2 2 3x x x x x

имеет единственный корень, который бу
дет иррациональным числом.

Р е ш е н и е. Так как подкоренное вы
ражение левой части уравнения есть 
произведение (2 – x)(1 + x5), то областью 
задания уравнения является отрезок 
[–1; 2] , концы которого, легко видеть, ему 
не удовлетворяют. На интервале (–1; 2) 
уравнение преобразуем к виду

	 − + = − + +5 51 12 1 (2 ) (1 ).
2 2

x x x x 	(10)

Но (10) есть уравнение вида (8) с 

f(x) = x, x > 0, λ =
1 ,
2

 u = 2 – x, v = 1 + x5. 
Следовательно, рассматриваемое уравне
ние на интервале (–1; 2) равносильно 
уравнению

	 2 – x = 1 + x5.	 (11)
Обращение к функционально-графи-

ческому методу его решения позволяет 
заключить, что на интервале (–1; 2) оно 
имеет единственный корень. Для доказа
тельства иррациональности этого корня 
(11) преобразуем к равносильному урав
нению

	 x5 + x – 1 = 0	 (12)
Поскольку свободный член приведён

ного многочлена левой части (12) есть –1, 
то это уравнение не может иметь рацио
нальных корней [5, с. 5]. Нужное показа
но.
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В практике обучения решению задач 
на сечения многогранников плоскостью 
обычно используются два вида вычисли
тельных задач на рассечение тетраэдра.

В задачах первого вида данный тетра
эдр разбивается заданной плоскостью на 
два многогранника. Требуется найти от
ношение объёмов полученных многогран
ников.

В задачах второго вида отношение 
объёмов частей задано и выступает как 
одно из условий, определяющих положе
ние секущей плоскости. В этих задачах 
требуется найти отношения, в которых 
секущая плоскость делит указанные рё
бра тетраэдра.

Данные задачи могут дополняться за
дачей на построение рассматриваемого 
сечения на проекционном изображении 
тетраэдра.

Чтобы составить задачу первого вида, 

нужно указать условия определяющие по
ложение секущей плоскости относительно 
тетраэдра. Секущая плоскость чаще все
го задаётся тремя точками, лежащими на 
рёбрах тетраэдра или на их продолжени
ях, а точки определяются с помощью от
ношений, в которых они делят указанные 
рёбра. Такой способ задания секущей пло
скости использован, например, в учебном 
пособии М.В. Лурье [3], в котором рассмо
трены все возможные виды сечений и схе
мы решения соответствующих им задач. 
При составлении задачи второго вида, 
чтобы избежать громоздких вычислений, 
сначала обычно составляется и решается 
задача первого вида, а затем полученный 
результат используется для составления 
задачи второго вида. Применяя другие 
способы задания секущей плоскости, мож
но усложнять или, наоборот, упрощать ре
шение задач обоих видов.
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В задачах на рассечение тетраэдра 
плоскостью на два равновеликих много
гранника отношение объёмов частей из
начально задано, оно равно 1. Поэтому 
здесь место вычислительных задач перво
го вида могут занять задачи на доказа
тельство, в которых требуется доказать, 
что заданная секущая плоскость делит 
объём тетраэдра пополам. Вместе с из
менением вида задач будут меняться и 
подходы к их составлению. То же самое 
можно сказать и о составлении задач вто
рого вида, хотя формально их структура 
остается прежней. Дело в том, что точки, 
которые вместе с условием равновели
кости частей разбиения определяют по
ложение секущей плоскости, теперь при 
составлении задач нельзя выбирать на 
рёбрах тетраэдра произвольным образом. 
В статье обсуждается, где и как могут вы
бираться эти точки при различных видах 
рассечений.

1. Разбиение треугольника на рав-
новеликие части. Задачи о рассечении 
тетраэдра на две равновеликие части 
плоскостью являются пространственными 
аналогами задач о разбиении треуголь
ника на равновеликие части с помощью 
одного прямого разреза. При этом реше
ние некоторых задач на рассечение тетра
эдра опирается на умение решать задачи 
на разбиение треугольника, поэтому рас
смотрим вначале основную опорную зада

чу на разбиение треугольника.
Пусть ABC – данный треугольник и M 

– точка, лежащая на его стороне. Требу
ется через точку M провести прямую, ко
торая разбивает треугольник ABC на две 
равновеликие части.

Когда заданная точка совпадает с одной 
из вершин треугольника или с серединой 
одной из его сторон, то, очевидно, что ис
комой прямой будет прямая, содержащая 
соответствующую им медиану (рис. 1).

Рассмотрим случай, когда точка M  яв
ляется внутренней точкой одной из сто
рон треугольника и не совпадает с её сере
диной. Пусть, например, M принадлежит 
стороне AC и лежит ближе к вершине A, 
чем к C. Это означает, что M – внутрен
няя точка отрезка AB1, где B1 – середина 
стороны AC.

Если точка N принадлежит стороне 
BC, то по теореме об отношении площа
дей треугольников, имеющих по равному 
углу, имеем:

⋅
= = ⋅

⋅
.CMN

CAB

S CM CN CM CN
S CA CB CA CB

Прямая MN будет производить искомое 

разбиение, когда ⋅ =
1 .
2

CM CN
CA CB

 Отсюда 
следует, что

	
⋅

= ,
2

CA CBCN
CM

	 (1)

то есть отрезок CN строится с помощью 
линейки и циркуля как четвёртый про

A

B

C1

C
A

B

C K

N

MB1

Рис. 1 Рис. 2



Консультация	 Consultation 35

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

порциональный для отрезков CA, CB и 
CK = 2CM (рис. 2). Поскольку CM > CB1, 
то CK = 2CM > CA, а значит, точка N ле
жит ближе к вершине B, чем к C.

Заметим, что если M – внутренняя точ
ка отрезка CB1, то прямая, разбивающая 
треугольник ABC на равновеликие части, 
будет пересекать сторону AB.

Когда дополнительно требуется, чтобы 
секущая прямая была параллельна сто
роне треугольника, нужно сначала найти 
точку, через которую должна проходить 
эта прямая. Рассмотрим, например, секу
щую MN, где M ∈ CA, параллельную сто

роне AB. В этом случае ,=
CM CN
CA CB

 поэтому 
положение точки M на стороне CA опреде

ляется условием = =
2 .

22
CA CACM  Отре

зок CM, таким образом, равен половине 
гипотенузы прямоугольного равнобедрен
ного треугольника с катетом CA. Следова
тельно, и в этом случае секущая прямая 
строится линейкой и циркулем (рис. 3).

Рис. 3

Другие способы решения рассмотрен

ной задачи можно найти в статье [2]. Кро
ме того, авторы работы приводят решение 
задачи о числе прямых, проходящих че
рез заданную точку плоскости и делящих 
пополам площадь данного треугольника.

2. Рассечения тетраэдра на равно-
великие пирамиды. Плоскость рассека
ет тетраэдр на два равновеликих тетраэ
дра тогда и только тогда, когда она про
ходит через вершину тетраэдра и медиану 
противоположной ей грани (или, что то 
же самое, через ребро и середину проти
воположного ребра) (рис.  4). Плоскость, 
проходящая через вершину тетраэдра, 
может также рассечь его на тетраэдр и 
четырёхугольную пирамиду. Здесь секу
щая плоскость проходит через прямую, 
разбивающую противолежащую вершине 
грань на две равновеликие части, причём 
эта прямая не содержит медиану грани 
(рис. 5).

          Рис. 4

                              Рис. 5

В обоих случаях секущая плоскость мо
жет быть задана вершиной тетраэдра и 
точкой, принадлежащей ребру противо
лежащей ей грани. Это позволяет легко 
и быстро составить нужное количество 
вычислительных задач на данный вид 
рассечений. Для составления задач на 
доказательство потребуется кроме того 
найти отношение, в котором прямая, раз

A

B

C

N

M
B1
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бивающая грань на равновеликие части, 
делит одно из двух других её рёбер.

При изображении фигур в параллель
ной проекции сохраняется отношение 
трёх точек прямой. Поэтому, если в зада
че дополнительно требуется построить на 
изображении тетраэдра сечение, рассека
ющее его на равновеликие части, которое 
проходит через данную вершину тетра-
эдра и данную точку на ребре противо
положной ей грани, то это построение по 
сути дела сводится к построению прямой, 
разбивающей указанную грань на равно
великие части.

3. Рассечения на тетраэдр и пяти-
гранник. Плоскость рассекает тетраэдр 
на тетраэдр и пятигранник, когда она 
пересекает во внутренних точках три ре
бра, выходящие из одной вершины.

Пусть, например, плоскость пересекает 
рёбра DA, DB, DC в точках K, L, M со
ответственно. Объём V тетраэдра DABC 
можно найти по формуле

= ⋅ ⋅ ⋅ α β
1 sin sin ,
6

V DA DB DC

где α – угол между ребрами DA и DB, β – 
угол между ребром DC и плоскостью гра
ни DAB. По той же формуле

= ⋅ ⋅ ⋅ α β
1 sin sin .
6DKLMV DK DL DM

Отсюда
⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅

DKLMV DK DL DM
V DA DB DC

= ⋅ ⋅ = ⋅ ,DK DL DM DE DM
DA DB DC DB DC

где 
⋅

= .DK DLDE
DA

В рассматриваемой задаче =
1 ,
2DKLMV V  

поэтому 
⋅

= .
2

DB DCDM
DE

 Таким образом, 

если заданы точка K на ребре DA и точка 
L на ребре DB, то, дважды используя по
строение четвёртого пропорционального 
отрезка, можно построить точку M иско
мой секущей плоскости, лежащую на ре
бре DC.

Чтобы точка M была внутренней точ
кой ребра DC, точка K должна лежать 
ближе к вершине A, чем к D, а точка L – 
ближе к B, чем к D. Действительно, если 
точка, например K, будет лежать ближе к 
вершине D, чем к вершине A, то 

< =
0

1 ,
2DKLM DA BCV V V  где A0 – середина 

ребра DA (рис. 6). Так же точно, построен
ная точка M будет лежать ближе к вер
шине C, чем к вершине D.

Введя обозначения DA = a, DB = b, 
DC = c, DK = ka, DL = lb, DM = mc, видим, 
что числа k, l и m, определяющие положе

D

C

B

A

M

K

A0

L

D

C

B

A

K

L

M

Рис. 6 Рис. 7
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Рис. 8 Рис. 9

ние точек K, L и M, связаны соотношени

ем =
1
2

klm  или

	 =
1 ,

2
m

kl
	 (2)

где, как отмечено, < <
1 , , 1.
2

k l m  Из соот
ношения (2) и двойного неравенства 

< <
1 1
2

m  дополнительно вытекает, что

< <
1 1.
2

kl

Если = ,DK DL
DA DB

 то есть k = l, то 
KL N AB. В этом случае соотношение (2) 

принимает вид = 2
1 ,

2
m

k
 а значит, подоб

ное сечение существует тогда и только 

тогда, когда < <
1 1.
2

k

Если = = ,DK DL DM
DA DB DC

 то есть k = l = 
= m, то секущая плоскость KLM парал
лельна плоскости грани ABC (рис. 7). 

Здесь из (2) следует, что =
3
1 .
2

m

Для точек K ∈ DA и L ∈ DB, определяе
мых неравенствами

k ≠ l, < <
1 1,
2

k  < <
1 1,
2

l  < <
1 1,
2

kl

построение точки M показано на рисун- 
ке 8. На этом рисунке отрезок DF = 2DE.

Когда задана точка K ∈ DA такая, что 

< <
1 1,
2

DK
DA

 и требуется, чтобы сторона 
KL сечения была параллельна ребру AB, 
точка M строится аналогично. Только те
перь вначале нужно построить точку 
L ∈ DB; для этого через точку K проводит
ся прямая, параллельная прямой AB.

Случай, когда секущая плоскость KLM 
параллельна плоскости грани ABC, явля
ется исключительным. Здесь сначала 
нужно построить точку K, которая опреде

ляется условием =
3
1 .
2

DK
DA

 Из этого усло
вия следует, что задача о построении се
чения, которое разбивает данный тетра
эдр на две равновеликие части и парал
лельно его грани, равносильна знамени
той задаче древности об удвоении куба. 
Такое сечение невозможно построить с по
мощью линейки и циркуля.

Используя соотношение (2), связываю
щее числа k, l, m, и неравенства, задаю
щие интервалы изменения этих чисел, до
статочно просто составлять задачи с «хоро
шими» конкретными числовыми данными 
на рассечение данного тетраэдра на две 
равновеликие части плоскостью, пересе
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кающей три ребра, выходящие из одной 
вершины. 

Задачи на рассечения данного вида 
можно значительно усложнить за счёт вы
бора других способов задания секущей 
плоскости. Так, на рисунке 9 показана си
туация, в которой точка M на ребре DC 
расположена ближе к вершине D, чем к 
C, а точки K и L лежат на продолжениях 
рёбер DA и DB за вершины A и B соот
ветственно. Здесь тетраэдр CEFM объёма 
1
2

V  отсекается плоскостью от трёхгранно
го угла с вершиной C.

По теореме об отношении объёмов те
траэдров, имеющих по равному трёхгран
ному углу,

, .= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅CEFM CABD
CE CF CM CE CF CMV V V
CA CB CD CA CB CD

Найдём отношения ,CE
CA

 ,CE
CA

 
CF
CB

 и 

.CM
CD

Пусть по-прежнему DA = a, DB = b, 
DC= c, DK = ka, DL = lb и DM = mc (теперь 

k > 1, l > 1, < <
10
2

m ). Тогда −
=

1 .
1

CM m
CD

 

Для вычисления отношений 
CE
CA

 и 
CF
CB

 
воспользуемся теоремой Менелая. При
меняя эту теорему к треугольнику ACD и 
прямой MK, имеем:

 ⋅ − ⋅ = − 
 

1CE AK DM
EA KD MCили

−
⋅ ⋅ =

−
1 1.

1
CE k m
EA k m

Откуда 
−

=
−

(1 ) .
( 1)

CE k m
EA m k

 По свойству про
порций

− −
= =

+ − + − −
(1 ) (1 ) ,

(1 ) ( 1)
CE k m k m

CE EA k m m k k m

следовательно, 
(1 ) .−

=
−

CE k m
CA k m

 Используя 

треугольник BCD и прямую LM, так же 

точно находим 
−

=
−

(1 ) .CF l m
CB l m

Таким образом,
− − −

= ⋅ ⋅ =
− −

(1 ) (1 ) 1
1CEFM

k m l m mV V
k m l m

−
=

− −

3(1 ) .
( )( )

kl m V
k m l m

Поскольку в рассматриваемой задаче 

=
1 ,
2CEFMV V  то теперь соотношение, свя

зывающее числа k, l и m, принимает вид
−

=
− −

3(1 ) 1 .
( )( ) 2

kl m
k m l m

4. Рассечения на два пятигранни-
ка. Пусть теперь только одно из чисел k, 
l, m больше 1, например m. Тогда секущая 
плоскость будет пересекать рёбра DA и DB 
во внутренних точках K и L, а точка M её 
пересечения с прямой DC будет находить
ся на продолжении ребра DC за точку C. 
В этом случае сечением тетраэдра будет 
четырёхугольник KENL, где E = AC ∩ MK, 
N = BC ∩ ML, рассекающий тетраэдр на 
два пятигранника (рис. 10).

Рис. 10

Объём пятигранника CDKLNE может 
быть найден как разность объёмов двух 
тетраэдров:

VCDKLNE = VMDKL – VMCEN.
У первого тетраэдра VMDKL = klmV, най
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дём объём второго тетраэдра.
Используя рёбра, выходящие из вер

шины C, объём V тетраэдра CABD можно 
вычислить по формуле

= ⋅ ⋅ ⋅ γ ϕ
1 sin sin ,
6

V CA CB CD

где γ – угол между рёбрами CA и CB, 
φ – угол между ребром DC и плоскостью 
грани ABC. По той же формуле

 = ⋅ ⋅ ⋅ γ β
1 sin sin .
6CEMNV CE CN CM  

Отсюда
⋅ ⋅

= = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

CEMNV CE CN CM CE CN CM
V CA CB CD CA CB CD

и, следовательно,

= ⋅ ⋅ ,CEMN
CE CN CMV V
CA CB CD

где 
−

=
1 .

1
CM m
CD

 Опять, воспользовавшись 
теоремой Менелая и свойством пропор
ций, находим:

	
−

=
−

(1 ) ,CE k m
CA m k

 
−

=
−

(1 ) .CN l m
CB m l

	 (3)

Следовательно,
−

=
− −

3( 1)
( )( )MCEN

kl mV V
m k m lи

 −
= −  − − 

3( 1)1 .
( )( )CDKLNE

mV klm V
m m k m l

Таким образом, в этом случае числа k, 
l, m связаны соотношением

	
 −

− =  − − 

3( 1) 11 .
( )( ) 2

mklm
m m k m l

	 (4)

Рассмотрим соотношение (4) как урав
нение относительно m. Это уравнение 
равносильно уравнению

2klm(m – k)(m – l) – 2kl(m – 1)3 =
= (m – k)(m – l)

или
(2k2l + 2kl2 – 6kl + 1)m2 –

	 – (2k2l2 – 6kl + k + l)m – kl = 0.	 (5)

Коэффициенты квадратного уравнения 
(5) зависят от двух параметров k, l и яв
ляются симметрическими многочленами 
третьей, четвёртой и второй степени. Ана
литическое исследование этого уравне
ния – весьма сложная задача, требующая 
специального рассмотрения. Поэтому при 
составлении задач на рассечение тетраэ
дра на два равновеликих пятигранника 
можно опираться на результаты экспери
ментального исследования уравнения (5) 
в среде какой-либо интерактивной мате
матической системы.

Воспользуемся, например, системой 
GeoGebra. С помощью инструмента Пол-
зунок создадим ползунки для параметров 
k и l, задавая их минимальное и макси
мальное значения равными 0 и 1 соот
ветственно; шаг изменения обоих пара
метров выберем равным 0,01. После этого 
через строку ввода зададим квадратичную 
функцию

f(x, k, l) =  (2k2l + 2kl2 – 6kl + 1)x2 –
	 – (2k2l2 – 6kl + k + l)x – kl.	 (6)
После щелчка левой клавишей мыши 

на кнопку Enter на графическом полотне 
получим изображение графика функции 
f(x, k, l), соответствующее значениям па
раметров k и l, установленным на пол
зунках. Меняя эти значения, с помощью 
графика можно экспериментально вы
яснить, когда функция (6) имеет корни, 
большие 1.

Сохраняя значение одного из параме
тров, например k, и меняя значения па
раметра l, замечаем, что для любого 

 
∈ − 

 
0

11 ,1
2

k  в этом же интервале най

дется l0 такое, что функция f(x, k0, l0) ста
новится линейной. Прямая, являющаяся 
графиком этой функции, пересекает ось 
Ox в точке x0 = m0, где m0 < 1 (рис. 11 для 
k0 = 0,4). При k = k0 и l < l0 ветви парабо
лы, которая служит графиком функции 
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(6), направлены вверх, а оба корня этой 
функции меньше m0 (рис. 11б). При k = k0 
и l > l0 ветви параболы направлены вниз, 
корни функции (6) больше m0, один из 
них меньше 1, а второй – больше 
(рис. 11в).

Описанное экспериментирование по
зволяет подбирать числа k и l в уравнении 
(5) так, чтобы один из его корней был боль
ше 1. При составлении задач на данный 
вид разбиений удобно пойти ещё дальше, 
воспользоваться имеющейся в GeoGebra 
системой компьютерной алгебры (CAS). 
Кнопка вызова этой системы находит
ся в окне Вид на панели инструментов. 
Входящая в состав CAS команда Решить 
автоматически находит корни уравнения 
(5), соответствующего значениям чисел k 
и l, установленным на ползунках. Мож
но также составлять и решать уравнение 
вида (5), непосредственно придавая k и l 
конкретные числовые значения. При этом 
надо быть готовым к тому, что при выборе 
рациональных значений для k и l число 
m, являющееся корнем уравнения (5), бу
дет иррациональным.

Дополнительно исследуем случай, ког

да хотя бы одно из чисел k, l равно 
1 .
2

 

Пусть, например, 
1 ,
2

=l   тогда уравнение 
(5) принимает вид

 + − + − 
 

2 21 3 1
2

k k k m

 − − + + − = 
 

21 13 0
2 2 2

kk k k m
или
(2k2 – 5k + 2)m2 – (k2 – 4k + 1)m – k = 0.	 (7)

Здесь уравнение становится линейным 

при =0
1 .
2

k  Это линейное уравнение име

ет корень =
2 .
3

m  При ≠
1
2

k  уравнение (7) 
является квадратным, найдём его дискри
минант:

б) 

в)
Рис. 11

а)
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D = (k2 – 4k + 1)2 + 4k(2k2 – 5k + 2) =
= k4 + 16k2 + 1 –

–8k3 + 2k2 – 8k + 8k3 – 20k2 + 8k =
= k4 – 2k2 + 1 = (k2 – 1)2.

Поэтому уравнение (7) имеет корни:
− + − +

= =
− +

−
= − = −

− − −

2 2

1 2
4 1 1

2(2 5 2)
2(2 1) 1 ,

2( 2)(2 1) ( 2)

k k km
k k

k
k k k

2 2

2
4 1 1

2( 2)(2 1)
2 ( 2) .

2( 2)(2 1) (2 1)

− + + −
= =

− −
−

= − =
− − −

k k km
k k

k k k
k k k

Для любого 0 < k < 1 корень m1 < 1. 

Корень m2 при < <
10
2

k  является отрица

тельным, а при < <
1 1
2

k  будет больше 1.

Заметим, что при =
1
2

l  и < <
1 1
2

k  из 

(3) имеем: =
1 ,
2

CE
CA

 = −1 .CN k
CB

 Отсюда 
следует, что точка E является серединой 
ребра AC, а точка N удовлетворяет усло

вию = =
−

.
1

BN DK k
NC KA k

Случай =
1 ,
2

l  =
1
2

k  является особым. 
Здесь секущая плоскость не пересекает 
прямую DC, то есть ей параллельна. По
этому сечение KLNE является параллело
граммом, а пятигранники, на которые оно 
делит тетраэдр, составлены из тетраэдра 
и треугольной призмы (рис. 12). Найдём, 
например, объём пятигранника CDKENL. 
Пусть площадь грани ABC равна S, а вы
сота тетраэдра DABC, опущенная на эту 
грань, – h. Плоскость KLF делит высоту 
тетраэдра DABC пополам, а

= =
1 .
4ENC KLFS S S

Поэтому

= ⋅ + ⋅ ⋅ = =
1 1 1 1 1 .
4 2 3 4 2 6 2CDKENL

h hV S S Sh V

Рис. 12

Рис. 13

На основании приведённых рассужде
ний легко доказываются хорошо извест
ная теорема о том, что любая плоскость, 
проходящая через середины противопо
ложных рёбер тетраэдра, делит его на два 
равновеликих многогранника, а также 
утверждения, связанные с этой теоремой 
[1].

Выясним, наконец, как задать секущую 
плоскость так, чтобы сечение, делящее 
объём тетраэдра пополам, было трапе
цией. По-прежнему будем рассматривать 
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секущую плоскость, которая пересекает во 
внутренних точках рёбра DA, DB и про
должение ребра DC за точку C (рис. 13).

В этом случае = ≠
1 .
2

k l  Как было уста
новлено в предыдущих пунктах, при 

= =
1
2

k l  секущая плоскость проходит че
рез вершинуC тетраэдра, а при k = l, где 

< <
1 1,
2

k  пересекает рёбра, выходящие 
из вершины D, во внутренних точках. 
Следовательно, интересующие нас числа 
k = l могут принадлежать промежутку

   ∪   
   

1 1 10, , .
2 2 2

При = ≠
1
2

k l  уравнение (5) принимает 
вид:

(4k3 – 6k2 + 1)m2 –
	 – 2k(k3 – 3k + 1)m – k2 = 0,	 (8)

а в ввиду (3) – = ≠
1 .
2

CE CN
CA CB

Найдём дискриминант уравнения (8):
D = 4k2(k3 – 3k + 1)2 + 4k2(4k3 – 6k2 + 1) =

= 4k2(k6 – 6k4 + 6k3 + 3k2 – 6k + 2) =
= 4k2(k – 1)2(k2 – 1)(k2 + 2k – 2) =
2 2 24 ( 1) ( 1)( 3 1)( 3 1).= − − − + + +k k k k k

По формуле корней квадратного урав
нения

3 2 2

1,2 3 2
( 3 1) ( 1) ( 1)( 2 2) .

4 6 1
− + ± − − + −

=
− +

k k k k k k k km
k k

Уравнение (8) имеет решение, когда 
подкоренное выражение неотрицательно. 
Его первый сомножитель k2 – 1 в рассма
триваемом промежутке меньше нуля, а 
квадратный трёхчлен k2 + 2k – 2 меньше 
либо равен нулю, если − − ≤ ≤ −3 1 3 1.k  

Поскольку < −
1 3 1,
2

 то для любого 

  ∈ ∪   
   

1 1 10, ,
2 2 2

k  решение уравнения 

(8) существует. Попытаемся выяснить, 
когда существуют решения, большие еди
ницы. Разложим для этого коэффициент 
при m2 в уравнении (8) на линейные мно
жители:

4k3 – 6k2 + 1 =

= 
   − + = + − −           

3 1 1 3 14 .
2 2 2

k k k

Отсюда можно заключить, что при 
 ∈ 
 

10,
2

k  коэффициент при m2 в уравне

нии (8) является положительным, а при 
 

∈ 
 

1 1,
2 2

k  – отрицательным (что соответ

ствует результатам эмпирического иссле
дования).

К сожалению, дальнейшая аналитиче
ская оценка значений корней уравнения (8) 
является не менее сложной задачей, чем 
оценка корней уравнения (5). Поэтому ре
комендуется опять экспериментально про

верить, что для любого 
 

∈ 
 

1 1,
2 2

k  один из 

корней уравнения (8) будет больше 1.
На примере рассечения тетраэдра на 

два равнообъёмных пятигранника пока
зано, как при составлении задач можно 
использовать вычислительные возможно
сти интерактивной математической систе
мы GeoGebra.
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Цифровизация образования естествен
ным образом распадается на две состав
ляющие: коммуникативную и техноло
гическую [1]. Коммуникативная часть 
обеспечивает реализацию дистанцион
ного обучения, административный доку
ментооборот, связь учебного заведения 
с общественностью и др. Использование 
же анимационных рисунков на уроках 
математики относится к технологической 
части цифровизации обучения. При соз
дании анимационных рисунков мы ис
пользовали свободно распространяемую 
программу ���������������������������GeoGebra�������������������. С её анимационны
ми возможностями можно познакомиться, 
например, по публикациям [3, 4].

Анимационным рисунком мы называ
ем разовую или множественную смену 
отдельных кадров анимации (стационар
ных рисунков, в том числе текстов с фор
мулами), выполняемую специальными 
средствами анимации, содержащимися в 
используемой компьютерной программе. 
В нашем случае мы используем следую
щие средства анимации, заложенные в 
программе GeoGebra.

1. Инструмент «ползунок». Он представ
ляет собой отрезок с точкой на нём. Точка 
изображает текущее значение параметра, 
а отрезок – область его изменения. Варьи
ровать значения параметра можно пере
мещением точки по отрезку.

Э кс п е р и м е н т	E  x p e r i m e n t
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2. Инструмент «флажок». Он формиру
ется из «Заголовка» и выбора объектов для 
скрытия / открытия. В качестве заголовка 
у нас выступают слова «Решение» и «От
вет». Слева от заголовка располагается 
квадратик с птичкой, символизирующей 
видимость объекта. Если курсором клик
нуть на «птичку», она «улетит» и одновре
менно объект исчезнет. Если кликнуть на 
пустой квадратик, то «птичка прилетит» и 
объект появится. Это можно использовать 
для оперативного тестирования знаний 
учащихся.

3. Условия видимости объекта. В ка
честве таковых, как правило, выступает 
некоторое равенство, выполнение кото
рого приводит к открытию объекта, ина- 
че – объект будет скрыт.

Представим анимационные рисунки, 
содержащие решения задач с параметра
ми. Подобные им можно найти в [5].

1. Выражение с переменными и его 
значение. На анимационном рисунке 1 
представлен текст задачи. Ползунками 
изменяются: степень n (на рисунке n = 2), 
числитель и знаменатель значения дроби 
a
b

 (на рисунке числитель a = 5, знамена

тель b = 3 и =
5
3

x
y

). Выбор значений па

раметров на ползунках позволяет тира
жировать однотипные задания. Заметим, 
что при n = 2, a = 2, b = 3 получается за
дание 6 варианта 1 из [2], с. 7.

Сначала решение и ответ на анимаци
онном рисунке скрыты, и ученик решает 
задачу самостоятельно в тетради. Затем 
он открывает решение на рисунке и про
веряет себя. После нескольких подобных 
упражнений с разными данными на пол
зунках, когда ученик добился правильно
го самостоятельного решения, ему можно 
предложить сформулировать и решить 
общую задачу с параметрами n, a и b.

Рис. 1

2. Уравнения с параметрами. На 
анимационном рисунке 2 представлена 
задача с параметром, содержащимся в 
уравнении. С помощью ползунков из
меняются числовые данные. Ученику 
предлагается на анимационном рисунке 
скрыть решение и ответ и решить задачу 
при выбранных значениях параметров 
на ползунках, а затем открыть решение 
и сверить его со своим. Можно ограни
читься открытием только ответа. Далее 
вновь следует вопрос: сформулировать 
задачу с буквенными параметрами b и 
d и решить её.

Рис. 2
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Заметим, что при изменении значений 
параметров b и d становятся видимыми 
лишь те задания, которые приводят к 
целочисленным значениям параметра t, 
чтобы избежать нежелательных вычисли
тельных трудностей. При b = 3 и d = 1, 
например, получим задание 1 [2, с. 10].

3. Неравенства с параметрами. На 
одном анимационном рисунке (рис. 3) при 
значениях параметра n = 1, 2, 3, 4, 5 на 
ползунке открываются различные задачи 
на решение неравенств с параметрами. 
При этом для каждой задачи (при вы
бранном значении n) изменением соответ
ствующих параметров на ползунках мож
но найти первые задачи всех вариантов 
из пособия [2] на с. 16–21. При выбранных 
значениях параметров появляется текст 
задачи, а также решение и ответ, которые 
можно открыть/скрыть.

Рис. 3

4. Функции с параметрами. На ани
мационном рисунке 4 решается задача с 
параметром a, касающаяся нахождения 
области определения функции.

Снова учащемуся предлагается скрыть 
решение и ответ, а затем решить само
стоятельно в тетради задачу с выбран
ными данными на ползунках. После это
го открыть решение и ответ. Как только 
ученик добился решения частных задач 

без затруднений, ему можно предложить 
сформулировать и решить общую задачу 
с ползунковыми параметрами. Продви
гаясь от частных примеров к их обобще
ниям с параметрами, ученик повторяет 
путь математика-исследователя, который 
всегда стремится к получению результа
та в наиболее общей формулировке. Так 
что здесь можно увидеть формирование у 
обучаемого одного из профессиональных 
качеств будущего математика.

Рис. 4

Замечание. При n = 2, m = 3, b = 2, 
d = 2 получаем задание 1 варианта 5 
(см. [2, с. 34]).

5. Линейное уравнение с параме-
трами. Анимационный рисунок 5 демон
стрирует исследование линейного урав
нения с параметрами с геометрической 
иллюстрацией всех возможных случаев. 
Используются два ползунка для параме
тров n и m, позволяющих переходить от 
одного вопроса к другому.

При n = 1 демонстрируется случай 
a = k = 0. Уравнение принимает вид 
0y = 0x + b, которое при b = 0 является 
верным равенством и множество решений 
уравнения геометрически образует мно
жество всех точек координатной плоско
сти (а не прямую), а при b ≠ 0 получаем 
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неверное равенство, так что множество 
решений уравнения пусто.

При n = 2 появляется ползунок с пара
метром m. При изменении этого параме
тра последовательно появляются следую
щие вопросы: как расположена прямая 
ay = kx + b (тем самым предполагается, 
что хотя бы один из параметров a или 
k отличен от нуля) и через какие точки 
осей координат она проходит, если: a = 0, 
k ≠ 0, b = 0 (при m = 1), a = 0, k ≠ 0, b ≠ 0 
(при m = 2), a ≠ 0, k = 0, b = 0 (при m = 3), 
a ≠ 0, k = 0, b ≠ 0 (при m = 4), a ≠ 0, k ≠ 0, 
b = 0 (при m = 5), a ≠ 0, k ≠ 0, b ≠ 0 (при 
m = 6, рисунок 6)? Наконец, при т = 3 
появляется вопрос: при каких значени
ях параметров a, k, b прямая ay = kx + b 
не является графиком функции? Открыв 

ответ, читаем: a = 0, k ≠ 0. Для каждого 
случая предлагается ответ сопроводить 
геометрической демонстрацией при соот
ветственно выбранных параметрах.

6. Система двух линейных уравне-
ний с параметрами. По этой теме соз
дан анимационный рисунок 7, на котором 
рассматривается следующая система: 

+ =


+ =

5 4 3,
.

x y
ax by c

Последовательно можно открыть ре
шение данной системы (при n = 1, рису
нок 7а), ответ (при n = 2, рисунок 7б) и 
геометрическую интерпретацию ответа, 
когда данная система рассматривается 
на геометрическом языке, характеризуя 
взаимное расположение двух прямых (при 
n = 3, рисунок 7в).

Рис. 5

Рис. 6
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                                  б)                                                                     в)
Рис. 7

а)

Следующим шагом можно преобразо
вать этот анимационный рисунок, заменяя 
числовые коэффициенты первого уравне
ния системы параметрами, регулируемы
ми ползунками. Отметим, что любой сбор
ник задач с параметрами может послужить 
основой для аналогичного создания ани
мационных рисунков с целью тиражиро
вания заданий, тренинга и оперативного 
тестирования знаний учащихся.
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СУММЫ СЛОЖНЫХ КУБИЧЕСКИХ РАДИКАЛОВ

В работе рассматривается теорема о достаточных условиях существования 
алгебраических чисел специального вида, строится алгоритм конструирования 
рациональных уравнений третьей и четвёртой степени с двумя параметрами, 

имеющих такие корни.
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Котелина Н.О., Певный А.Б. (г. Сыктывкар)
АРИФМЕТИКА ОСТАТКОВ  ОТ ДЕЛЕНИЯ

В статье исследуется явление периодичности в последовательности остатков 
от деления на фиксированное натуральное число m. В частности, решаются 

задачи нахождения остатка при делении «большого» натурального числа 
на «маленькое», а также определения периода при разложении дроби 1/n 

в десятичную дробь.
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Цайгер М.А. (г. Беэр-Шева, Израиль)

ЗАПИСЬ ЧИСЕЛ В РЕШЁТКАХ
В статье раскрывается сущность и приводятся конкретные примеры ориги-

нального способа записи чисел — в решётках, использовавшегося в Москов-
ском государстве в XVI–XVII веках. Такой способ записи применялся примени-
тельно к денежным суммам, объёмам сыпучих продуктов (зерно и т.п.) и весу. 

В одном из источников автор обнаружил пример записи чисел в решётках 
к отвлечённым (без единиц измерения) числам.
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Реформа образования после перехода к 
капитализму в 1991 году привела к краху 
образования. Однако падение уровня обра
зования в стране началось не на этом рубе
же, а гораздо раньше. Тому было несколько 
причин. Из чисто политических соображе
ний «партия и правительство» взяли курс 
на замену системы образования системой 
симуляции образования. Удобным поводом 
для перелома стало столетие со дня рож
дения В.И. Ленина, отмечавшееся в 1970 
году. Школам стали насаждать принцип, 
который в одном из интервью С.Е. Рукшин 
назвал ложно демократическим: «Все дети 
талантливы! Нужно только открыть в каж
дом талант». Можно вспомнить ещё одно 
расхожее суждение: «Ребёнок – это чистый 
лист бумаги. Что напишет на нём учитель, 
то и будет».

Что следовало из того, что такие положе
ния приняли за основу? Если с обучением 
какого-то ученика ничего не получалось, 
то винили в этом, разумеется, учителя: он 
плохо раскрывал талант ребёнка и не на
писал на «чистом листе», что надо. Тем 
самым с ученика снималась ответствен
ность за результативность его учебного 
труда. Хотя ничего не получиться могло 
по причине неготовности или нежелания 
ученика работать. Наметили даже план 
перевода второгодников в следующий 
класс безо всякой последующей работы с 
ними: в 1968 году – 30%, в 1969 – 50%, 
в 1970 – 70% второгодников… А дальше 
всё посыпалось. Да ещё при этих условиях 

провели неудачную реформу математиче
ского образования.

Вот почему, когда говорят, что совет
ское образование было не очень хорошим, 
нечего жалеть о потере, то я с этим мо
гу согласиться, но необходимо уточнить, 
о каком периоде советского образования 
мы говорим. Если о времени до создания 
льготных условий существования в школе 
слабых учащихся и лодырей, то я с таким 
мнением не соглашусь. Давайте погово
рим о периоде до введения упомянутых 
послаблений и создания системы симуля
ции образования, когда стали проверять 
не уровень знаний и владения умениями 
у школьников, а то, какая школа больше 
переведёт в следующий класс двоечников, 
а когда перевели всех, то стали соревно
ваться, кто больше наставит «четвёрок» и 
«пятёрок».

1. Образование – это оружие
Дадим слово непредвзятым свидете

лям, владевшим информацией о нашем 
образовании 1950-х годов.

Начало ноября 1955 года в Москве 
выдалось солнечным. Прекрасная по
года стояла всю неделю, пока в столи
це гостила семья бывшего сенатора от 
штата Коннектикут Уильяма Бентона. 
На правах председателя правления ком
пании, известной изданием знаменитой 
энциклопедии «Британника», и члена 
различных миссий ООН, связанных с 
просвещением, Бентон приехал в Со

П р о б л е м ы и с у ж д е н и я 	P  ro b l e m s a n d j u d g m e n ts

Образование в СССР в 1950-е годы: 
взгляд с Запада
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ветский Союз вместе с женой и сыном 
Джоном...

Пока Джон продолжал ходить в шко
лу, его отец не терял времени зря. Он хо
тел узнать как можно больше об устрой
стве советской образовательной системы, 
поэтому встречался с множеством чинов
ников в сфере образования, в частности 
много времени провёл с первым проректо
ром МГУ химиком Григорием Вовченко.

Шокированному Уильяму расскажут, 
что в СССР больше 70% детей и под
ростков от 7 до 17 лет ежедневно ходят 
в школы, а это 4,3  миллиона человек 
(в США к тому моменту насчитывалось 
всего 2,7  миллиона школьников). Что 
в стране есть более 2000 техникумов – 
спецзаведений, где обучают рабочим про
фессиям за 2–4 года (в США у техникумов 
не было аналогов), и это не только тех
нические и строительные специальности 
или профессии сферы услуг вроде парик
махера и повара, в этих заведениях обу
чают и будущих музыкантов, и медиков, 
и преподавателей.

Как признавал позже Бентон, совет
ская система образования имела очевид
ное преимущество перед американской в 
вопросе manpower, то есть  человеческих 
ресурсов. Уже с десятого класса совет
ский школьник выбирал для себя стезю, 
в которой собирался развиваться, и за
тем без проблем поступал в высшее учеб
ное заведение. Химии, физике и другим 
естественно-научным предметам уделяли 
больше времени, и это без учёта факуль
тативов и дополнительных вечерних за
нятий. Да и в целом советские школьники 
учились больше американских, получали 
больше знаний за более короткий проме
жуток времени. И что самое ужасное, как 
раз в 1956 году образование в СССР стало 
бесплатным.

В письме к главе ЦРУ Аллену Дал

лесу Бентон признавался: образование – 
это новая арена для «соревновательного 
сосуществования» двух систем. И  США 
отнюдь не лидер. В  стране, напоминал 
Бентон, в прошлом году (данные за 1957 
год) выпустилось всего 125 новых учите
лей физики на 28 000 школ. «Мой отчёт 
можно уложить в одну фразу. Я вернулся 
из СССР полностью убеждённым, что об
разование становится основным театром 
противостояния в холодной войне.  Со
ветские классные комнаты, библиотеки, 
лаборатории, методы обучения должны 
тревожить нас гораздо больше, чем водо
родные бомбы или самонаводящиеся ра
кеты доставки»1.

2. Миф об американском 
превосходстве

18 февраля 1958 года сенатор и буду
щий президент США Джон Кеннеди вы
ступил на ежегодном банкете выпускни
ков колледжа Лойола (Балтимор, штат 
Мэриленд). В своей речи он развеял мифы 
об интеллектуальном превосходстве аме
риканцев над русскими. «Мы высмеивали 
заявления России о том, что она является 
первой в самых разных областях… Мы спо
койно предположили, что марксистская 
догма и тоталитарные репрессии породят 
только отупевшие умы и нелепые теории, 
такие как генетика Лысенко. Но сегодня 
мы смеёмся не над спутниками»2.

И далее о советских разработках: «Но 
наше настоящее сожаление не о том, что 
русские украли у нас их секреты, а о том, 
что мы не смогли украсть их у русских. 
Есть и те, кто убеждены, что каждое рус

1	 См. https://ruposters.ru/news/29-10-2020/
obrazovanie-oruzhie-senator-otpravil-sina.

2	 См. https://www.jfklibrary.org/archives/other-
resources/john-f-kennedy-speeches/baltimore-md-
19580218.
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ское достижение – это просто грубое под
ражание нашему. Но дело в том, что во 
многих областях мы стремимся подражать 
русским… Наши учёные восхищаются со
ветскими спутниками. Наши авиаинже
неры завидуют их межконтинентальным 
реактивным бомбардировщикам. Наших 
физиков-атомщиков поразили их атомные 
реакторы, вырабатывающие 5000 кило
ватт коммерческой электроэнергии… Ко
роче говоря, мы сильно обманулись насчёт 
русских интеллектуальных достижений… 
И мы совершенно не поняли решающей 
важности интеллектуальных достижений 
в гонке за безопасность и выживание».

«Квалифицированные технические 
специалисты России, заявил премьер 
Булганин3 на съезде Коммунистической 
партии, являются её “золотым запасом”. 
Эти технические специалисты выпускают
ся миллионами в соответствии с текущим 
пятилетним планом, столько же, сколько 
и последние две пятилетки вместе взятые. 
Кремль, который оплачивает их обучение, 
может отправить их по окончании учёбы 
в любую точку мира. В то время как мы в 
Соединенных Штатах не в состоянии про
изводить достаточное количество инжене
ров и учёных для удовлетворения наших 
собственных потребностей…»

Кеннеди также сравнивает образова
ние в обеих странах. «Кто имеет сегодня  
лучшую систему образования – США или 
СССР? Кто добьётся этой победы?.. Давай
те хотя бы осознавать, с чем мы сталкива
емся. Американские учащиеся, окончив
шие среднюю школу, проходят 12-летнее 
обучение, тогда как русские учатся толь
ко 10 лет. Но за эти 10 лет они получают 
больше часов обучения, чем американ

ские за 12. Они посещают занятия 6 дней 
в неделю, 10 месяцев в году (9 месяцев. 
–   А.Ш.)… У  них примерно 17  учеников 
(возможно, за счёт малокомплектных 
сельских школ. – А.Ш.) на одного учите
ля, у нас 27. Кроме некоторого выбора в 
изучении иностранных языков, у них нет 
никаких факультативных предметов. 10-
летний учебный план включает в обяза
тельном порядке 5 лет физики, 5 лет био
логии, 4 года химии, 1 год астрономии и 
10 лет математики вплоть до тригономе
трии и элементарного исчисления (эле
ментов математического анализа. – А.Ш.). 
Немногие 12-летние учебные программы 
в Америке охватывают столько же.

Председатель комиссии по атомной 
энергии Штраус заявил:  “Я не знаю ни 
одной государственной средней школы 
в нашей стране, где ученик получал бы 
столь основательную подготовку в об
ласти естественных наук и математики, 
даже если он стремится к этому, даже 
если он должен быть потенциальным 
Эйнштейном, Эдисоном, Ферми или Бел
лом”. Лишь небольшая часть наших вы
пускников средней школы хотя бы один 
год изучала химию. Ещё меньшая часть 
изучала годичный курс физики. На самом 
деле более половины наших школ вообще 
не преподают физику...

Наше отставание в математике ещё 
более шокирует. Русский ребёнок, как я 
понимаю, учится пользоваться логариф
мической линейкой в пятом классе (это не 
так. – А.Ш.). Их школы в прошлом году 
выпустили около 1,5 миллиона учащихся с 
углублённой подготовкой по арифметике, 
алгебре, геометрии, астрономии, тригоно
метрии и элементарному исчислению. Но 
мы выпустили менее 100 000 учащихся с 
какой-либо подготовкой в области высшей 
математики… Опрос 211 будущих учите
лей начальных классов показал, что 150 

3	 Н.А. Булганин (1895–1975) – советский государ
ственный деятель, в 1955–1958 годах председа
тель Совета Министров СССР.
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из них всегда ненавидели арифметику. 
Большая часть наших средних школ не 
предлагает занятий по углублённой мате
матике или даже геометрии».

Что касается высшего образования, то 
«русские студенты получают в среднем 
вдвое больше учебных часов, чем амери
канцы. Им платят за учёбу, их обучение 
обеспечивается государством, а их препо
даватели получают зарплату в несколько 
раз выше, чем представители большинства 
других профессий. В результате приём в 
советские высшие учебные заведения уже 
превышает наш, и они растут быстрее… 
Короче говоря, как торжественно отметил 
Эдвард Теллер4, Америка уже проиграла 
холодную войну науки».

Таковы «показания» двух свидетелей 
из США, датированные 1955 и 1958 го
дами. Обоих трудно заподозрить в жела
нии приукрасить советское образование в 
сравнении с американским.

3. Доклад Мэндерса
В 1959 году доктор Чарлз Мэндерс из 

Великобритании выступил на заседании 
комитета по вопросам науки НАТО с до
кладом на тему «Научно-техническое об
разование и кадровые резервы в СССР», 
в котором он сравнил советскую систему 
образования с западными, выделил пре-
имущества первой и указал факторы, спо
собствовавшие нашему успеху. Главный 
его вывод: попытки отдельных государств, 
самостоятельно соревнующихся с СССР, 
обречены на провал; если невозможно 
превзойти советские методы, нужно все
рьёз задуматься над их заимствованием 
и адаптированием.

Привожу этот документ без сокраще
ний и редакционного вмешательства5.

«Научно-техническое образование 
и кадровые резервы в СССР»

I. Вступление
1. Когда Советский Союз был образо

ван немногим более 40 лет назад, государ
ству пришлось столкнуться с огромными 
трудностями. Урожай советского юга был 
уничтожен нашествием саранчи, в ре
зультате чего отмечался дефицит продо
вольствия и низкий моральный дух насе
ления. Обороне не способствовало ничего, 
кроме рационального использования тер
риториальных и климатических условий. 
Государство отставало в образовании и 
других социальных сферах, неграмот
ность была широко распространена, и 
спустя почти 10 лет советские журналы и 
печатные издания по-прежнему сообщали 
о том же уровне грамотности. Сорок лет 
назад безнадёжно не хватало обученных 
кадров, чтобы вывести советский народ из 
трудной ситуации, а сегодня СССР оспа
ривает право США на мировое господство. 
Это достижение, которое не знает равных 
в современной истории.

II. Некоторые факторы, 
способствовавшие быстрому улучшению 

образования при советском режиме
2. Естественным образом, целый ряд 

факторов способствовал советскому про
грессу последних сорока лет, и те, что 
упоминаются здесь, представляют лишь 
малую часть того, что имело значение. 
Несмотря на то, что настоящий доку
мент был написан в отношении научно-
технического образования, большая часть 
сказанного может быть отнесена к любой 
другой сфере человеческой мысли. Со
ветская практика во многом отличается 
от практики западных стран, и данная ра

4	 Американский физик-теоретик, «отец водород
ной бомбы».

5	 См. https://statehistory.ru/4316/Analiticheskaya-
zapiska-NATO-ob-obrazovanii-v-SSSR-1959-g-/.
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бота уделяет необходимое внимание этим 
различиям.

(i) Руководители, получившие научно-
техническое образование
С самого начала советские руководите

ли отчётливо понимали, что наука и тех
ника – важнейшие средства достижения 
военных и экономических целей комму
низма. Научно-технические дисциплины, 
на которые более сорока лет делался ак
цент, хорошо представлены в основном 
образовании действующих советских ру
ководителей. Президент Академии на
ук СССР в силу занимаемой должности 
является членом Президиума, который 
можно сравнить с кабинетом премьер-
министра Великобритании или кабинетом 
председателя правления Франции. 39 из 
67 членов этого органа власти получили 
научно-техническое образование. К тому 
же первый заместитель председателя и 9 
из 13 заместителей председателя Совета 
Министров получили научно-техническое 
образование. У научно-технологических 
проектов в СССР больше шансов быть 
принятыми на высшем административ
ном уровне, нежели в западных странах.

(ii) Централизованный контроль и 
планирование
Эти факторы предоставляют очевид

ные преимущества для достижения мак
симальной эффективности программ про
фессиональной подготовки. Можно уста
новить единый образовательный стандарт 
для всей страны, упростить систему обу
чения и устранить большинство причин, 
вносящих путаницу в западных странах, 
где система стала раздробленной. Если 
планирование и производство согласова
ны, то отсутствует безработица, а на всех 
рабочих местах, необходимых государству, 
оказываются люди с подходящей квали
фикацией. В централизованной системе, 
разумеется, существует возможность быть 

либо блестяще правым, либо катастрофи
чески заблуждаться. Суть советского ме
тода такова: министерства прогнозируют 
свои потребности в материалах и людских 
ресурсах на пяти-, теперь семилетний 
план в соответствии с общей директивой 
от партийного руководства. Изложен
ные министерствами требования, кото
рые каждый год немного изменяются на 
основании опыта, сопоставляются, и Госу
дарственный плановый комитет разраба
тывает планы. Части плана, касающиеся 
научно-технических вопросов, утвержда
ются Академией наук.

(iii) Вновь обученные кадры в распоря-
жении государства
Почти все, кто обучается сверх обра

зовательного минимума, установленного 
законодательством Советского Союза, по
лучают государственное финансирование. 
Государство требует, чтобы выпускники 
высших или средних специальных учеб
ных заведений отработали три года по 
распределению после завершения обуче
ния. Из числа молодых людей, не обреме
нённых другими обязательствами, около 
750 тысяч получили высшее образование 
и 1,2 миллиона – среднее специальное об
разование. Эти кадровые резервы в любой 
момент могут быть подключены к реше
нию приоритетных задач государства, 
таких как грандиозные планы развития, 
преподавание и других. Эти 2 миллиона 
специалистов не являются низкооплачи
ваемыми сотрудниками, они получают 
достойную зарплату и, более того, не обя
заны служить в армии.

(iv) «Малые» дисциплины
СССР – большое государство, поэтому 

оно способно организовать полноценные 
группы по изучению таких предметов, 
как создание и устройство гироскопов и 
паровых котлов. В то же время западные 
страны могут предложить лишь эпизоди
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ческие курсы не самого высокого качества 
по причине малого количества студентов 
и преподавателей.

(v) Тщательное изучение западных ре-
сурсов
Западные публикации обычно до

ступны в переводе в основных советских 
учреждениях не позднее двух месяцев 
после оригинальной публикации. Ака
демический институт научной информа
ции располагает лучшей и самой полной 
службой реферирования в мире. Если это
го требуют обстоятельства, Советы готовы 
получать информацию путём шпионажа.

(vi) Возвращение в систему образова-
ния
На протяжении многих лет значитель

ная доля обученных кадров возвращает
ся обратно в систему образования, чтобы 
подготовить ещё больше специалистов. 
Преподавание – хорошо оплачиваемое и 
престижное занятие. Чистый ежегодный 
прирост обученных кадров составляет 7% 
в СССР (для сравнения: в США 3,5%, в 
Великобритании 2,5–3 %).

(vi) Усиленное изучение основных дис-
циплин
В последние годы, по крайней мере, 

во всех учебных программах, предлагае
мых в Советском Союзе, делается упор 
на усиленное изучение основных дисци
плин. В каждом из 200 учебных планов 
технической направленности, действую
щих в высших учебных заведениях, 10% 
времени отведено высшей математике и 
столько же физике. Большое количество 
обученных кадров и быстрый технологи
ческий прогресс достигнуты отнюдь не по
верхностными усилиями.

(viii) Подготовка преподавателей – 
первоочередная задача
С каждым новым этапом научно-

технического прогресса начинается соот
ветствующая программа подготовки пре

подавателей. С  1955 года в Московском 
государственном университете готовят 
преподавателей программирования (При
ложение 1)6.

(ix) Эффективная пропаганда
На Западе советскую пропаганду и 

ложь часто считают синонимами. Про
паганда успешно держит национальные 
цели в поле зрения советских людей, ис
пытывающих радостное волнение по ме
ре достижения этих целей.  В СССР есть 
должности, которые занимают неохотно, 
рабочие места, на которых трудятся без 
особого желания. Пропаганда в учебных 
заведениях изображает работу на таких 
должностях и позициях как увлекатель
ное испытание и заставляет молодых 
людей c готовностью трудиться на благо 
своей страны в не самых благоприятных 
условиях.

III. Ступени советского образования
3. Диаграмма в Приложении 1 пред

ставляет положение дел во время послед
него 5-летнего плана (от которого отказа
лись) и, хотя в начальном и среднем об
разовании грядут изменения, диаграмма 
показывает систему, которая будет приме
няться большую часть времени текущей 
семилетки.

4. Обучение в учебных заведениях в 
Советском Союзе начинается с 7 лет. На
чальное образование длится 7  лет (это 
неполная средняя школа – семилетка. – 
А.Ш.). К 1960 году последний 5-летний 
план ставил целью сделать 10-летнюю 
школу общедоступной. Там, где 10-летнее 
школьное образование доступно, местное 
законодательство делает его обязатель
ным, в результате чего число выпускни

6	 Приложения см. в оригинале: https://archives.
nato.int/uploads/r/null/6/1/6109/AC_137-D_40_
ENG.pdf.
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ков 10-летней школы выросло в течение 
последнего 5-летнего плана с 440  тысяч 
до 1,5 миллиона в год. Юноши и девуш
ки обучаются по одинаковой программе в 
7- и 10-летней школах. На второй стадии 
классического образования, то есть в вось
мом, девятом и десятом классах 10-летней 
школы, ученики проводят 42% времени за 
изучением математики, физики и химии. 
Выпускники 10-летней школы не так хо
рошо обучены, как выпускники шестого 
класса английской гимназии с научным 
уклоном или юноши и девушки, окончив
шие вторую научную ступень француз
ского лицея. Значительно более высокий 
средний уровень в научных дисциплинах 
достигается, однако, всеми, кто завершил 
курс 10-летней школы в СССР. Речь идёт 
о гораздо большем числе учеников, чем на 
Западе (Приложение 3).

5. Другие возможности по окончании 
7-летнего обучения проиллюстрированы 
на диаграмме в Приложении 1. Для вы
пускников существует возможность тру
доустроиться, но число тех, кто это дела
ет, резко сократилось во время последней 
пятилетки. Школы трудового резерва ра
ботают совместно с промышленностью и 
сельским хозяйством. Специальные сред
ние школы, преимущественно техникумы 
при соответствующих министерствах, пре
доставляют специальное образование по 
двум с лишним тысячам специальностей; 
курсы имеют ярко выраженную практиче
скую направленность.

6. В последние годы около 40% выпуск
ников 10-летней школы наряду с мень
шим процентом выпускников средних 
профессиональных учебных заведений 
продолжают обучаться в высших учеб
ных заведениях (Приложение  2). Ходят 
слухи об увеличении этого показателя 
до 70%. Университеты готовят лишь 10% 
обученных кадров в Советском Союзе, а 

преподавание в них ведётся только по 
основным дисциплинам. Курс педагогиче
ского института длится 4  года, обучение 
основным дисциплинам в университетах 
(не включая физику) длится 5 лет. Боль
шинство технических учебных программ 
(также по физике) рассчитано на 5,5 лет, 
а программа по медицине – на 6 лет. Сту
денты всех специальностей, кроме педаго
гики, на протяжении 6 месяцев работают 
над дипломным проектом; результаты ис
следования воплощаются в письменной 
дипломной работе, которая защищается 
публично. Примерно 1 из 6 или 7 выпуск
ников высших учебных заведений продол
жает образование. Студенты, аспиранты 
и докторанты должны обладать знанием 
одного, двух и трёх иностранных языков 
соответственно.

Вносимые изменения
7. В меморандуме Хрущёва в сентя

бре 1958 года был намечен переход от 
7-летнего начального образования к 
8-летнему. За ним будет следовать сред
нее образование продолжительностью от 
3 до 4 лет в одном из пяти типов школ, а 
именно:
а)	 средней школе академической направ

ленности, отличающейся от восьмого, 
девятого и десятого классов 10-летней 
школы наличием четырёх классов и 
принимающей примерно 20% окон
чивших 8-летнюю ступень обучения;

(б)	 средней школе технической направ
ленности;

(в)	 специализированной средней школе 
для нужд театра, балета, изобрази
тельных искусств, военной службы 
и т. д.;

(г)	 средней школе с неполной нагрузкой, 
позволяющей совмещать обучение с 
работой на фабриках и в сельском хо
зяйстве;

(д)	 вечерних школах трудового резерва.
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Совершенно очевидно, что изменения в 
системе не означают снижения стандартов. 
Более того, учебная база существующих 
средних школ без труда может быть адап
тирована для выполнения новых целей.

IV. Кадровые резервы и темпы 
производства

8. Приложение 4 представляет обоб
щённую картину по этому пункту. Первая 
таблица демонстрирует сильный уклон в 
научно-технологическую сферу в СССР. 
Также можно увидеть, что те, кто получил 
научно-техническое образование, склонны 
оставаться в этих областях. Престиж и на
грады в этих сферах деятельности высоки, 
особенно для преподавателей.

9. На уровне постдипломного образо
вания СССР не испытывает нехватки в 
профессионалах, способных управлять го
сударственными проектами. В высшем и 
школьном образовании всё указывает на 
то, что количество профессионально под
готовленных выпускников не только без 
труда останется на прежнем уровне, но 
может быть увеличено.

10. Приложения 5 и 6 приводят про
центные соотношения, последнее также 
кратко описывает послевоенные дости
жения. В этой таблице также видна за
метная доля женщин в числе обученных 
кадров СССР.

V. Сложности и недостатки
11. Советская система образования, 

на различных уровнях которой обучает
ся около 35 миллионов человек, являет
ся гигантской. Одно из её выдающихся 
достоинств, вытекающих из централизо
ванного контроля и планирования, – её 
относительная простота. Будет интересно 
выяснить, как Советский Союз успешно 
справился с проблемами, которые пресле
дуют западные страны.

(i) Учебные помещения
В советских учебных заведениях любо

го уровня нормой остаётся обучение в 2 
смены, а обучение в 3 смены не являет
ся чем-то неслыханным. Обеспеченность 
учебными классами, лекционными зала
ми и лабораториями, без сомнения, самая 
сложная проблема, с которой приходится 
справляться советскому образованию. Не
довыполнение программы строительства 
послужило одним из факторов, способ
ствовавших отказу от плана последней 
пятилетки. С высокой долей уверенности 
можно утверждать, что этот фактор уско
рил изменения в системе образования на 
уровне средней школы. Ходят слухи, что 
все кандидаты на получение высшего об
разования должны будут отработать два 
года в производственно-технической сфере 
перед поступлением. Два года передышки 
позволят программе строительства навер
стать упущенное. Приложение 1 показы
вает, что нехватка помещений – не новая 
проблема для СССР.

(ii) Оборудование
Западные эксперты, как правило, зави

дуют количеству и качеству оборудования 
в советских учебных заведениях.

(iii) Коэффициент учащихся на одного 
преподавателя
Как упоминалось ранее, в Советском 

Союзе нет проблемы с преподавателями, 
в то время как в большинстве западных 
стран ситуация оставляет желать лучше
го7.

(iv) Военная служба
В силу называвшихся ранее причин в 

СССР не представляет никакой проблемы.
(v) Соотношение выпускников высших 
и средних специальных учебных заведе-
ний

7	 В таблице указано число учащихся, приходя
щихся на одного преподавателя.
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Западный опыт указывает на то, что на 
рабочих местах на одного выпускника выс
шего учебного заведения приходится три 
выпускника средних специальных учеб
ных заведений. В большинстве советских 
учреждений, которые посетили западные 
эксперты, эта пропорция, похоже, повсе
местно применяется. Коэффициент 3 к 1 
не характерен для системы образования, 
поэтому можно предположить, что где-то в 
СССР существует нехватка выпускников 
средних специальных учебных заведений, 
которая влечёт определённые трудности. 
То, что эти трудности не очевидны, озна
чает, что в СССР выпускники высших 
учебных заведений могут быть задейство
ваны в сферах деятельности, которые на 
западе считаются некоммерческими.

VI. Дисциплины, представляющие 
интерес для обороны

(i) Математика
12. Этот предмет в СССР считается са

мым престижным. В стране существует 
первоклассная математическая традиция, 
а современный уровень математики в Со
ветском Союзе уступает только уровню в 
Соединенных Штатах. При изучении мно
жества советских научных работ, в особен
ности по физике, естественным наукам и 
машиностроению, становится заметным, 
с каким удовольствием советские учёные 
делают отступления в область математи
ки. Научные работы в Великобритании 
часто состоят из двух частей: первая часть 
излагает теорию, а вторая – подтвержде
ние этой теории, полученное опытным 

путём. Советские научные работы часто 
состоят исключительно из теории.

Первоклассные советские математики 
играют гораздо бо‘льшую роль, чем их за
падные коллеги, на инженерных конфе
ренциях, которые отличаются достаточно 
неформальным характером. Подобный 
научный подход к решению инженерных 
проблем, возможно, частично объясняет 
быстрый прогресс в этой области. Совет
ские математики готовы применять мате
матическую теорию в довольно мелкомас
штабных опытных исследованиях. Они с 
удивительной лёгкостью работают в обла
стях, где западным учёным потребовались 
бы дополнительные экспериментальные 
данные. Там, где советский метод оказы
вается успешным, становится возможным 
обойтись без промежуточных стадий ис
следовательской разработки. Без сомне
ния, недавний советский прогресс в аэро
динамике и химическом машиностроении 
многим обязан советам математиков.

Занятие математикой настоятельно 
поощряется в школах. Олимпиады и ма
тематические конкурсы для учеников 8, 9 
и 10 классов 10-летней школы проводятся 
на городском, региональном, республи
канском и национальном уровнях. Особо 
одарённых учеников выделяют на очень 
ранней стадии и в последующем способ
ствуют их обучению.

В большинстве стран существует явная 
вертикальная структура научных дис
циплин и вертикальная иерархия среди 
учёных. Это мешает междисциплинарно
му обмену научными идеями. В СССР ма

СССР США Великобритания
Высшие учебные заведения 1–12,6 1–14,1 1–9

Школы 1–17,6 1–21 (средняя)
1–30 (начальная)

1–18,1 (сред. гимназия)
1–22,3 (сред. школа)
1–30,5 (начальная)
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тематика является активно действующим 
компонентом во взаимном обогащении 
дисциплин. Достойным упоминания при
мером служит лаборатория вибраций Фи
зического института имени Лебедева Ака
демии наук СССР. Лаборатория является 
исследовательской организацией; сотруд
ники этой московской лаборатории, кото
рые работают здесь один или два месяца 
в году, также трудятся в учреждениях по 
всему Союзу. Они занимают лидирующие 
позиции в целом ряде дисциплин: астро
номии, радиоастрономии, спектроскопии, 
акустике, теоретической физике, приборо
строении, морской гидрологии, электро
технике и многих других отраслях. Един
ственное, что их объединяет, – это интерес 
к волновым движениям. Возможности для 
обмена научными идеями в лаборатории 
вибраций огромны.

В Приложении 8 приводится подроб
ный университетский учебный план по 
прикладной математике, а в Приложе
нии 7 – по чистой математике. Обозначе
но количество часов отраслевой практики, 
а также перспективы автоматизации – в 
пунктах 19 и 20 Приложения 7.

(ii) Физика
Практически по всем вопросам этой 

дисциплины советские ученые находятся 
наравне с мировой наукой. Теоретиче
ская физика достигла огромных высот, а 
в последние пять лет выдающиеся успехи 
демонстрируют советские исследования в 
области полупроводников.

В Приложении 9 представлен учебный 
план по физике, включая значительное 
количество часов, отводимых на высшую 
математику и отраслевую практику.

(iii) Химия
Состояние этой дисциплины в СССР 

описывают как довоенное, но не нужно 
считать это утверждение истинным. Со
ветский Союз отстаёт в химическом маши

ностроении, но присутствует ясное пони
мание данной ситуации и движение в сто
рону улучшения в этой области. Учебный 
план по химии в Приложении 10 опять же 
выделяет большое количество часов заня
тиям высшей математикой и отраслевой 
практике.

(iv) Машиностроение
Приложение 11 типичным образом 

демонстрирует, что большое количество 
времени выделено для занятий высшей 
математикой и физикой. Также отведены 
часы для отраслевой практики. В усло
виях растущей экономики, потребности 
который удовлетворяются за счёт разви
тия индустриализации, машиностроение 
входит в число приоритетов Советского 
Союза. В 1958–1959 годах планируется 
выпустить в 3  раза больше инженеров, 
чем в Соединенных Штатах. Вполне воз
можно, что признаки насыщенности спе
циалистами инженерного профиля скоро 
станут очевидны.

VII. Выводы
13. На Западе существует значитель

ная тенденция придерживаться крайних 
взглядов в отношении Советского Союза. 
Его граждане, однако, не супермены и 
не второсортный материал. На самом 
деле это люди с такими же способностя
ми и эмоциями, как и все остальные. 
Если 210 миллионов человек на Западе 
будут слаженно работать с такими же 
приоритетами и с таким же рвением, 
как их коллеги в Советском Союзе, они 
добьются похожих результатов. Государ
ства, самостоятельно соревнующиеся с 
СССР, впустую растрачивают свои си
лы и ресурсы в попытках, обречённых 
на провал. Если невозможно постоянно 
изобретать методы, превосходящие ме
тоды СССР, стоит всерьёз задуматься 
над заимствованием и адаптированием 
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советских методов. Это может включать, 
помимо прочего:

(i) отказ от почитаемых, традиционных 
взглядов в отношении роли женщин;

(ii) выполнение необходимой государ
ству работы теми, чьё обучение сверх об
разовательного минимума, установленно
го законодательством, было профинанси
ровано за счёт бюджетных средств;

(iii) упразднение «свободного рынка» 
квалифицированных трудовых ресурсов; 
принятие и, возможно, усиление мер по 
его государственному регулированию.

14. Что бы ни случилось, любое госу
дарство, испытывающее нехватку препо
давательского состава, должно решать 
эту проблему в срочном, внеочередном 
порядке.

Что же из этого следует? Следует жить. 
Не надо брать за образец позднее совет
ское образование: оно уже было нацелено 
не на результат (с  удивлением узнал из 
упомянутого выше интервью С.Е.  Рук
шина, что его ругали за нацеленность 
на результат, этот принцип посчитали 
капиталистическим). Оно было нацелено 
на получение красивых показателей в об
разовании, причём тех, кто руководил об
разованием, почему-то не смущал полный 
отрыв этих показателей от того, что нужно 
стране. А нужны были хорошо подготов
ленные, здоровые и развитые молодые по
коления.

Вот и сейчас мы страдаем той же дурью: 

во время пандемии во многих странах За
пада отказались оценивать учебные успе
хи учащихся, которые ниже ожидаемых, 
но не по их вине. Там признают возмож
ности и реальную эффективность обуче
ния «на удалёнке».

А у нас в огороде всё так и прёт! В 2021 
году результаты по многим показателям 
в образовании лучше, чем в 2020 и даже 
в 2019 году, когда ковид даже не начи
нался! Нам докладывают о росте среднего 
балла ЕГЭ у поступающих в педагогиче
ские вузы, не задумываясь о том, как по
лучены эти повышенные баллы. Они ре
зультат хорошего обучения или хорошей 
симуляции результатов обучения за счёт 
снижения уровня требований на итоговом 
контроле?

Что же делать дальше? Надо узнать у 
государства: оно хочет развития или хо
чет разлагаться на достигнутом уровне 
симуляции успехов? В  зависимости от 
ответа будут разные дальнейшие шаги в 
образовании. Но во втором случае гибель 
государства предопределена, ему уже и 
замену нашли: управление через транс
национальные корпорации, поскольку 
они эффективнее. Так было прописано в 
первой версии скандального документа, 
известного под названием форсайт-проект 
«Образование 2030».

А.В. Шевкин (Москва)

Статья поступила в редакцию	 21.03.2022;

принята к публикации	 15.06.2022.
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Практики 
математического доказательства
Доказательство как когнитивная опе

рация является отличительной чертой 
математической науки, а задачи на до
казательство составляют неотъемлемую 
часть практического компонента в школь
ном курсе математики. И это относится не 
только к доказательству теорем. Задачи 
на доказательство представляют собой 
самые сложные по способам логических 
рассуждений учебные задания, которые 

требуют привлечения глубоких предмет
ных знаний и значительного набора ком
плексных общеучебных компетенций.

Вместе с тем специалисты по филосо
фии математики отмечают происходящие 
в настоящее время радикальные измене
ния в практике математического доказа
тельства, обусловленные многообразием 
математических инструментов, теорий и 
подходов, а также в значительной мере 
расширением математического дискурса, 
включающего «не только утверждения, 
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Математическая интуиция – это способность разума чувствовать форму
и структуру и распознавать закономерности, которые мы не в состоянии

уловить на сознательном уровне.
Иэн Стюарт. Величайшие математические задачи
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но также – вопросы, догадки, гипотезы, 
критику и прочее»  [1]. Отмечается и то, 
что дальнейшее развитие и совершенство
вание природы математического доказа
тельства как эволюции математической 
мысли определяется появлением новых 
способов научной математической ком
муникации, вызванных стремлением учё
ных разделить свои знания и достижения 
с коллегами по цеху.

Это происходит не только путём пу
бликации результатов исследований в 
научных журналах или выступлений на 
конференциях, семинарах, симпозиумах, 
конгрессах различного уровня, а всё чаще 
– путём представления авторских мате
риалов на суд сетевых профессиональных 
сообществ в виде препринтов, выполнен
ных с использованием высокоуровневых 
языков программирования, например 
TЕХ, LATЕХ, или в среде MatLab [2]. Тем 
самым обеспечивается широкое профес
сиональное обсуждение с возможностью 
приводить дополнительные доводы и ар
гументы в защиту своего мнения или по
лемизировать с оппонентами, критикуя 
и оспаривая альтернативные точки зре
ния.

При этом «доказательства постепенно 
переходят из разряда индивидуального 
опыта в разряд явления опыта коллектив
ного, [когда] следует говорить об убеди
тельности не для отдельного индивидуу
ма, а для целого научного коллектива» [3]. 
Таким образом, складывается ситуация, 
при которой математики достигают про
гресса в решении задачи даже тогда, ког
да одному учёному или целому научному 
коллективу не удаётся довести решение 
до конца, но результаты их рассуждений 
становятся доступны всем, и любой ис
следователь вправе в любом контексте 
использовать промежуточные решения, 
полученные его коллегами. В этом состоит 

ценность любых математических изыска
ний [4].

Именно возможность широкой про
фессиональной коммуникации привела 
к признанию в 2006 году мировым мате
матическим сообществом справедливости 
доказательства гипотезы о гомеоморф
ности трёхмерной сфере односвязного 
компактного трёхмерного многообразия 
без края. Над этой задачей, поставлен
ной великим французским учёным Анри 
Пуанкаре, математики бились в течение 
ста лет [4]. Доказательство гипотезы Пу
анкаре, приведённое в серии препринтов, 
опубликованных в Сети в 2002–2003 го
дах российским математиком Григорием 
Перельманом с целью  его публичного 
обсуждения, явилось решением первой и 
на данный момент единственной из семи 
«задач тысячелетия».

Итак, под доказательством как важ
нейшим компонентом математической ар
гументации традиционно понимается ве
рификация определённого утверждения, 
догадки, гипотезы, теории и так далее 
логическими методами. Верификация 
доказательства означает обеспечение его 
надёжности, достигаемой строгостью и 
убедительностью научного обоснования, 
ядром которого является рассуждение. 
Тем не менее существует мнение привер
женцев релятивистского направления в 
математике (подробнее об этом см. в [1]), 
что в каждом доказательстве содержится 
некоторая доля неопределённости и «с 
развитием математики (и появлением всё 
более сложных и длинных доказательств) 
доказательства теряют своё главное свой
ство – свойство убедительности»  [3]. В 
этих условиях применение надёжных и 
достоверных (устойчивых) способов вери
фикации гипотез должно начинаться с 
корректных определений и формулировок 
при постановке задач на доказательство.
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Рассуждение и интуиция при 
решении задач на доказательство

Важной составляющей процесса дока
зательства является владение техникой 
рассуждений – как индуктивных, так и 
дедуктивных. Например, американский 
математик и популяризатор науки вен
герского происхождения Дьёрдь Пойа 
(1887–1985) придавал большое значение 
индуктивным рассуждениям, которые он 
называл правдоподобными. Согласно схе
ме Пойа, «чтобы доказать предложение, 
нужно обнаружить логическое звено, свя
зывающее его главные части – условие 
(предпосылку) и заключение»  [5]. Умо
заключение, полученное в результате 
индуктивного рассуждения, связывает 
данные задачи (частные предпосылки) с 
решением (заключением) не путём строго 
аргументированной связи, а скорее через 
некоторые общие математические (часто 
внелогические) представления, основан
ные на способности исследователя вы
брать из множества логических возмож
ностей наиболее правдоподобную. 

Великий немецкий математик Гот
фрид Лейбниц (1646–1716), работавший 
над проблемой создания всеобщей науки, 
напротив, основное внимание направлял 
на рассуждения дедуктивного характера. 
Он полагал, что «имея формальный язык 
дедуктивных рассуждений, можно авто
матически получить доказательство» [6], 
и подтверждал это многочисленными за
дачами с использованием механических 
правил [7].

Взгляды другого немецкого матема
тика – Давида Гильберта (1862–1943), 
продвигавшего идею формализации всей 
математической науки, поколебала тео
рема Гёделя1 о неполноте, упрощённо 

звучащая так: в любой формальной ак
сиоматической системе не существует ни 
одного соотношения, для которого нельзя 
было бы найти другое соотношение, про
тиворечащее исходному. Однако теорема 
Гёделя не должна повергать нас в уны
ние, поскольку она даёт практический 
совет: до начала любого доказательства 
следует согласовать исходные данные с 
аксиомами, выбрать и определить кри
терии доказательства, то есть установить 
правила вывода, которые исследователь 
будет считать достаточными для верифи
кации гипотезы. Иногда правила вывода 
могут формулироваться не до, а во вре
мя решения задачи в соответствии с тем, 
какие формы принимают промежуточные 
решения. А при выборе системы аксиом 
в соответствии с контекстом конкретной 
задачи исследователь скорее всего будет 
опираться на неаксиоматический подход 
и полагаться на свой профессиональный 
опыт и на некие иные – внелогические – 
компоненты.

Таким образом, на практике любое 
математическое доказательство как рас
суждение является наиболее плодотвор
ным, если представляет собой сбалан
сированное «соподчинение логических 
и внелогических компонентов»  [8]. Это 
означает, что в рассуждении, имеющем 
целью доказать некоторое утверждение, 
цепочки логических операций, основан
ных на начальных понятиях, аксиомах, 
уже доказанных теоремах и законах ло
гического вывода, могут прерываться вне
логическими правилами преобразования 
предметного характера; такие правила 
проистекают из свойств математических 
категорий, зафиксированных в определе
ниях и являющихся вспомогательными 
инструментами или объектами доказа
тельства [8]. Это придаёт всему процессу 
решения задачи скачкообразный харак

1	 Курт Фридрих Гёдель (1906–1978) – австрий
ский логик, математик и философ математики.
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тер, а сбалансированное сочетание логи
ческого и внелогического – доказательную 
завершённость, порядок и изящество, со
ответствующие сути математики, которая 
состоит в «изучении закономерностей, 
эстетике, творчестве и красоте» [9].

Возникающие в процессе математиче
ского доказательства своеобразные «точки 
бифуркации» – границы между логиче
скими и внелогическими построениями, в 
которых мысль «заходит в тупик» и, пре
одолевая которые, движется от незнания 
к знанию, – сопровождаются проявлением 
особого состояния сознания исследователя 
– интуиции. Интуиция является значи
мым психологическим фактором приня
тия решений в ходе доказательства при 
реализации любой из форм математиче
ского дискурса, который стимулирует ког
нитивные процессы, «не опирающиеся на 
последовательное рациональное утверж
дение» [8], то есть утверждение, априо
ри принимаемое как истинное. Однако 
если для обыденного сознания подобные 
утверждения не требуют доказательства, 
то в научных исследованиях результаты 
работы процессов прозрения и внутрен
него озарения необходимо представлять 
в виде строгого и надёжного умозаклю
чения, подтверждённого проверенными 
фактами, результатами наблюдений или 
математическими выкладками. И основ
ная задача интуиции – подсказывать ис
следователю, «где у задачи слабые места 
и где к ней можно подступиться с макси
мальными шансами на успех» [4].

Таким образом, строгость и надёж-
ность доказательства опираются на оба 
компонента доказательства – логический 
и интуитивный: «В  отличие от надёж
ности, которая обеспечивается исключи
тельно интуитивной основой доказатель
ства, требование строгости доказатель
ства является не интуитивным, а скорее, 

лингвистическим: мы требуем, чтобы до
казательство было представлено в своей 
законченной логической форме, во всей 
системе логических переходов, включая 
самые тривиальные» [1], – подчёркивает 
В.Я.  Перминов, автор классического фи
лософского исследования о природе мате
матического доказательства [8].

Роль интуиции в познании
Анри Пуанкаре считал обязательным 

присутствие интуиции в процессе реше
ния математических задач, но признавал 
её ограниченные возможности: «Интуиция 
не может дать нам ни строгости суждений, 
ни их достоверности». В споре со сторон
никами идеи интуиции как единственно
го источника открытий он подчёркивал 
важность правдоподобных рассуждений, 
нарекая их орудием, позволяющим пере
ходить от конечного к бесконечному. Тем 
не менее он настаивал на необходимости 
интуиции, природа которой проявляется 
в «могуществе разума», привлекающего 
опыт только для того, чтобы воспользо
ваться интуицией и осознать её: «Оба рода 
умов одинаково необходимы для прогрес
са науки; как логики, так и интуитивисты 
создали великие вещи, которые не могли 
бы создать другие» [10].

В подтверждение своей мысли Пуанка
ре объединил приёмы, применяемые ло
гиками и интуитивистами, в общую схему 
решения задач на доказательство. Она 
включает несколько «родов интуиции»:

– интуицию как обращение к чувствам 
и воображению для построения неопреде
лимого образа исследуемого объекта путём 
приближённых доказательств (формули
ровка гипотезы, претендующей на досто
верность, как объекта доказательства);

– интуицию как обобщение, базирую
щееся на накопленном и актуальным 
опыте (индуктивное рассуждение, осно
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ванное на знаниях: общих правилах, ак
сиомах, теоремах и пр.);

– интуицию как источник строгого умо
заключения (дедуктивный вывод о дока
занности или недоказанности первона
чальной гипотезы)2.

Потенциал интуиции и её связь с ло
гикой Пуанкаре видел в нескольких про
явлениях. Соображения на этот счёт он 

сформулировал в виде своего рода афо
ризмов (см. рисунок).

Интересно проследить взгляды Пуан
каре на интуицию при исследовании фи
зического пространства. Учёный отмечает, 
что это совершенно естественно – описы
вать физическое пространство дифферен
циальными уравнениями, содержащими 
не три координаты материальной точки, а 
четыре или более. Три координаты мате
риальных объектов, существующих в ли
нейно текущем времени, обусловлены экс
периментальными фактами, которые за
ставляют нас приписывать пространству 
три измерения, что интуитивно считается 
для нас более удобным и привычным, по
скольку мы сами являемся частью этого 
пространства и живём внутри него: «на
блюдать координаты точек изолированной 
системы невозможно, можно наблюдать 
только их взаимные расстояния» [10].

Размерность пространства зависит на 

2	 Схема решения задач на доказательство Анри 
Пуанкаре по понятным причинам несколько от
личается от цикла научного исследования, пред
ложенного американским математиком, логи
ком и философом Чарльзом Пирсом (1839–1914) 
в рамках его концепции научного знания, где по
сле этапа формулировки гипотез (абдукции) сле
дует этап дедукции для подтверждения гипотез 
с помощью эмпирических фактов, а затем этап 
индукции для вывода общего правила, прин
ципа, закона (см.: Светлов В.А. Методологиче
ская концепция научного знания Чарльза Пир
са: единство абдукции, дедукции и индукции // 
Логико-философские штудии. – 2008. – № 5).
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самом деле от того, как мы его ощущаем 
относительно самих себя. Если мы явля
емся «внешними наблюдателями», то есть 
находимся не в изолированной системе, 
то мы можем воспринимать и взаимное 
расположение предметов во времени на 
некотором расстоянии от «точки наблю
дения», и их координаты – не в совокуп
ности одновременных ощущений внутри 
системы, а в их последовательности вовне 
системы, что и приводит к слому тради
ционных представлений о размерности 
пространства-времени.

Таким образом, наша система коорди
нат является лишь частным случаем ин
терпретации глобального пространства: 
«существует интуиция непрерывностей 
более чем трёх измерений, и если она тре
бует более напряжённого внимания, чем 
обыкновенная геометрическая интуиция, 
то это, без сомнения, дело привычки и 
результат быстро возрастающего услож
нения свойств непрерывностей по мере 
увеличения числа измерений» [10].

Примером воплощения идей Пуанкаре 
и уникального проявления интуиции мо
жет послужить гипотеза о том, что мате
матическая модель нашего пространства-
времени имеет не (3  +  1)-мерную, а 
(3  +  3)-мерную протяжённость3, обосно
ванная строгими математическими вы
кладками, которые проделал гениальный 
советский авиаконструктор итальянского 
происхождения Роберто Бартини [11]. Не 
найдя подтверждений не подвергаемого 
сомнению общеизвестного и «удобного», по 
словам Пуанкаре, факта о четырёхмерно
сти пространства-времени, он интуитив
но пришёл к идее шестимерной модели 
квантованного пространства-времени, а 

затем доказал свою гипотезу с помощью 
математических рассуждений.

Роберто Бартини (1897–1974)

Путём философского осмысления струк
туры Вселенной как не непрерывного и 
не монотонного пространства, состоящего 
из качественно различных по свойствам 
областей, Бартини оспорил научный под
ход, согласно которому якобы возможно 
найти общие физические законы этих об
ластей, механистически перенося законы 
одной области в другую область: «Задача, 
по-моему, состоит в том, чтобы отыскать 
такие исходные положения, из которых 
становится возможным установить общий 
закон сохранения, основной инвариант 
предмета, и установить законы трансфор
мации таким образом, чтобы предельные 
переходы через истинные границы обла
стей образовывали разрывы, скачкообраз
ный обмен координатами» [11].

Первоначальная гипотеза Бартини ба
зировалась на предположении: если трёх
мерное пространство описывается тремя 
единичными ортогональными векторами, 
расположенными вдоль осей координат 
действительных чисел, характеризующих 
длину, ширину и высоту предметов реаль
ного мира, тем самым образуя модель, су

3	 Анри Пуанкаре: «Совокупность возможных из
менений осей образует, как известно, группу 
шести измерений» [10].
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ществующую в пространстве действитель
ных чисел, то аналогично должна суще
ствовать ортогональная система векторов, 
ориентированная вдоль осей координат 
мнимых чисел, которые соответствуют 
«положению», «скорости течения» и «уско
рению» времени в пространстве мнимых 
чисел. Так что «физическая протяжён
ность системы состоит из вещественной 
трёхмерной пространственной протяжён
ности и из мнимой трёхмерной протяжён
ности во времени»  [11]. Бартини отмеча
ет, что «мнимость параметра является 
условной, относительной, она зависит от 
ориентации и от числа измерений гипер
поверхности относительно образования, 
которое в неё проектировано. Например, 
реальная глубина улицы является мни
мой на плоской фотографии, так же как 
и отрезок времени, отделяющий моменты 
эмиссии света, давшего изображения раз
ноудалённых предметов, или же частота 
световых сигналов» [11].

Система временны′х координат корре
лируется с системой пространственных 
координат следующим образом. Для каж
дой оси действительных чисел в простран
ственной системе координат (x, y, z) имеет
ся своя ось мнимых чисел (τ, ν, θ), которые 
вкупе образуют трёхмерную временну′ю 
модель, доказывающую относительность 
концепта «время». Здесь τ – положение, 
то есть количество (период) времени, тра
диционно обозначаемое латинской буквой 
t, ν – скорость течения времени, имеющая 
характер не  периода времени, а частоты, 
и θ – ускорение:

fν(ν) = fτ′(τ), fθ(θ) = fν′(ν) = fτ′′(τ).
Дополнительные размерности времени 

Бартини ввёл исходя из представления о 
том, что время, переходя из одной обла
сти пространства в другую, от одной си
стемы координат к другой, претерпевает 
критические изменения: оно меняет свою 

скорость (ускоряется или замедляется), 
причём эти изменения скорости могут са
ми происходить в различном темпе, что 
говорит о необходимости учитывать уско
рение при изменении времени [11].

В заключение вновь обратимся к мето
дологическому наследию Анри Пуанкаре, 
который продвигал идею о том, что без со
вместной роли «интуиции и обобщающе
го ума» невозможна творческая деятель
ность математика. Учёный проследил за 
этой деятельностью в трёх её формах: «за 
деятельностью математика-изобретателя 
и творца; за умственным процессом бес
сознательного геометра, который… стро
ил наше инстинктивное понятие про
странства; за умом юноши, перед которым 
наставники средней школы раскрывают 
первые основы науки и которому они 
стараются объяснить основные определе
ния». В итоге он сформулировал главную 
цель обучения математике: развивать из
вестные способности ума, среди которых 
интуиция отнюдь не является наименее 
ценной.
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ЭТО ИНТЕРЕСНО

Удивительный расчёт
Следующая история произошла на собра

нии Американского математического обще
ства в октябре 1903 года. Математик и по 
совместительству секретарь этого общества 
Фрэнк Нельсон Коул (1861–1926) должен был 
выступить с докладом на тему «О разложе
нии больших чисел на множители». Высту
пление Коула было не совсем обычным. Он 
поднялся с места, подошёл к доске и записал 
на ней 67-е число Мерсенна 267 – 1. В 1876 го
ду Люка доказал, что оно составное, но дели
тели числа всё ещё были неизвестны. Далее 
Коул вычислил 267 и вычел из результата 1. 
Присутствующие затаили дыхание, а он за
писал на доске ещё два числа: 

193 707 721 и 761 838 257 287
и вычислил их произведение. Полученное 
число 147  573  952  589  676  412  927, как и 
ожидалось, оказалось 67-м числом Мерсен
на. Затем Коул развернулся и проследовал 
на своё место. Доклад длился целый час, и 
за это время учёный не произнёс ни слова. 
Но аудитория всё равно разразилась апло
дисментами.

В 1903 году ещё не существовало ни каль
куляторов, ни алгоритмов, которые использу
ются для работы с числами Мерсенна сегодня. 
По словам Коула, все необходимые расчёты 
он провёл «за три года по воскресеньям».

Небольшие ошибки
Огюстен Луи  Коши (1789–

1857)  как-то раз получил по почте 
объёмный труд по теории чисел, где 
доказывалось, что диофантово урав
нение

x3 + y3 + z3 = t3

не имеет целых решений. Коши, ко
торый отличался саркастичным и 
довольно насмешливым характером, 
отправил автору трактата письмо, со
стоявшее из одной строки:

33 + 43 + 53 = 63.
Нечто подобное произошло с фран

цузским математиком Альфонсом де 
Полиньяком (1817–1890). Сегодня он 
известен как автор гипотезы о про
стых числах – обобщении гипотезы 
Гольдбаха. Полиньяк провозгласил: 
любое нечётное число можно пред-
ставить в виде суммы степени двой-
ки и простого числа. Гипотеза не 
только впечатляла, но и выглядела 
вполне правдоподобно. Добавим ещё 
один факт: Полиньяк дал понять, что 
проверил своё предположение для 
всех чисел вплоть до 3  000  000. Но, 
видимо, в его вычисления вкралась 
ошибка: уже для числа 127 гипотеза 
не подтверждается.

По книге: Хоакин Наварро. Тайная жизнь чисел.
Любопытные разделы математики (М.: Де Агостини, 2014).
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Аннотация: в 2022 году исполняется 100 лет со 
дня рождения профессора  Ивана Васильевича 
Парнасского (1922–2004), известного специали-
ста в области неевклидовой геометрии. В статье 
кратко описываются биография и научный путь 
учёного; даётся обзор созданных им учебных 
пособий

Abatract: 2022 marks the 100th anniversary of 
the birth of Professor Ivan Vasilievich Parnassky 
(1922–2004), a well-known specialist in the field 
of non-Euclidean geometry. The article briefly de-
scribes the biography and scientific path of the 
scientist; the review of the manuals created by 
him is given

Ключевые слова: И.В. Парнасский, неевклидова 
геометрия, решебник по геометрии

Keywords: I.V. Parnasskiy, non-Euclidean geometry, 
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Иван Васильевич Парнасский родил
ся 7 сентября 1922 года в городе Орле в 
учительской семье (отец Василий Ива
нович и мать Ольга Михайловна были 
педагогами). В 1930–1940 гг. Иван Ва
сильевич учился в средней школе № 7 
г. Орла, по окончании которой был принят 
на первый курс физико-математического 

факультета Орловского государственного 
педагогического института (ОГПИ). В на
чале Великой Отечественной войны был 
призван на военную службу. Однако по 
состоянию здоровья его сразу же зачисли
ли в запас второй категории. В сентябре 
1941 г. немцы стремительно приближа
лись к Орлу, семья Парнасских отправи
лась в эвакуацию в село Большой Вьясс 
Пензенской области, где Иван Василье
вич получил работу плановика в Больше-
Вьясском промкомбинате. В 1943 году он 
сдал экзамены за 2-й курс при Пензен
ском педагогическом институте в качестве 
экстерна, в октябре того же года вернулся 
в Орёл. В сентябре 1944 года возобновил 
учёбу в Орловском пединституте (заочно) 
и окончил его с отличием по специально
сти «математика» в 1947 году. 
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С января 1944 г. по сентябрь 1948 г. 
работал преподавателем математики 
в 8–10-х классах вечерней школы № 1 
г. Орла, с сентября 1945 г. по сентябрь 
1949 г. – преподавателем математики в 
8–10-х классах заочной средней школы 
Орловской области; с сентября 1948 г. 
– преподавателем математики в 6–10-х 
классах Орловской мужской средней шко
лы № 19.

С 1 сентября 1950 г. И.В. Парнасский 
стал работать в Орловском государствен
ном педагогическом институте в долж
ности ассистента кафедры математики, 
вёл практические занятия по аналити
ческой геометрии, математическому ана
лизу, элементарной математике, а также 
в качестве группового методиста руково
дил педагогической практикой студен
тов. В характеристике, выданной Ивану 
Васильевичу в 1951 г. для поступления 
в аспирантуру, директор пединститута 
С.И. Ефремов отмечал, что ассистент 
И.В. Парнасский «занятия проводит на 
высоком научном и методическом уровне», 
«аккуратно и добросовестно выполняет все 
поручения кафедры, директора института 
и общественных организаций» [2].

В период с 1951 г. по 1953 г. И.В. Пар
насский обучался в аспирантуре МГПИ 
им. В.И. Ленина по специальности «гео
метрия» под руководством профессора 
Д.И. Перепёлкина1 (1900–1954). За это 
время он сдал восемь кандидатских экза
менов, среди которых были: «Основания 
геометрии», «Теория поверхностей», «Ри
манова геометрия», «Теория непрерывных 
групп», «Дифференциальные уравнения с 
частными производными», «Высшая алге
бра». Все испытания он выдержал блестя
ще, получив восемь отметок «отлично». Его 
экзаменовали известные отечественные 
математики и педагоги: Д.И. Перепёлкин, 
П.С. Новиков (1901–1975), А.А. Бухштаб 

(1905–1990), Л.С. Атанасян (1921–1998), 
Н.Д. Гиленко (1901–1985), А.П. Дицман 
(1904–1974) и др. Отдавая много сил и 
времени на совершенствование своего на
учного образования и подготовку к канди
датским экзаменам, Иван Васильевич не 
успел завершить диссертацию и вернулся 
в Орёл, предполагая продолжить научное 
исследование уже дома.

После окончания аспирантуры в 1954 
году он получил должность старшего пре
подавателя кафедры математического 
анализа и сразу включился в работу го

1	 Перепёлкин Дмитрий Иванович (11(24).06.1900 
– 11.11.1954) – советский математик и педа
гог, член-корреспондент АПН РСФСР, док
тор физико-математических наук, профессор. 
В 1923 г. окончил математическое отделение 
физико-математического факультета Москов
ского университета, ученик Б.К. Млодзеевско
го (1858–1923). Преподавал, главным образом, 
геометрию в Институте народного хозяйства им. 
Г.В. Плеханова (1921–1930), в МЭИ (1930–1937), 
а также в МГПИ (1935–1954). В  Московском пе
дагогическом институте в послевоенные годы 
заведовал кафедрой геометрии и был деканом 
физико-математического факультета. Занимал
ся исследованием проблем дифференциальной 
геометрии многомерного пространства, где ему 
удалось обобщить понятие о кривой Бертрана 
на случай четырёхмерного евклидова простран
ства. В элементарной геометрии предложил 
оригинальные приёмы построения икосаэдра и 
додекаэдра. В области методики преподавания 
геометрии был сторонником аналитического 
подхода к изложению основных понятий и ме
тодов. Участвовал в разработке учебных планов 
и программ по разделам геометрии для педа
гогических институтов и средних школ. Автор 
учебных пособий: «Геометрические построения 
в средней школе» (1947), «Курс элементар
ной геометрии» (ч. 1–2, 1948–1949). Выполнил 
перевод и редакцию учебника «Элементарная 
геометрия» (ч. 1–2, 1948–1952) Ж. Адамара, сы
гравшего значимую роль в подготовке студентов 
педагогических вузов в послевоенные годы.
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родского лектория, где читал лекции по 
математике. 

В ноябре 1954 г. неожиданно скон
чался его научный руководитель 
Д.И. Перепёлкин, и вопрос о завершении 
и защите кандидатской диссертации ока
зался на некоторое время открытым. 

Позднее новым научным руководи
телем И.В. Парнасского стал ученик 
Д.И. Перепёлкина Левон Сергеевич Ата
насян – тогда молодой кандидат физико-
математических наук и практически ро
весник Ивана Васильевича, а впослед
ствии автор широко известного школьного 
учебника геометрии. 

Первая печатная работа Ивана Васи
льевича – статья «Аксиоматическое по
строение трёхмерной параболической гео
метрии» – вышла в 1956 г. в «Учёных за
писках кафедр физико-математического 
факультета Орловского педагогического 
института» и стала своеобразным импуль
сом к активизации его работы над канди
датским исследованием. 

Защита кандидатской диссертации 
«Аксиоматическое построение трёхмерной 
параболической геометрии» состоялась 

3 марта 1958 г. в стенах МГПИ им. 
В.И. Ленина. Ключевой идеей исследова
ния являлось аксиоматическое построе
ние трёхмерной геометрии Кэли-Клейна, 
в которой (в отличие от «классических» 
геометрий Евклида, Лобачевского и Ри
мана) измерение углов (как между пря
мыми, так и между плоскостями) являет
ся наряду с измерением длин параболи
ческим.

Во введении автор констатировал, что 
изучением различных интерпретаций 
двумерной параболической геометрии, 
абсолют которой состоит из прямой и ле
жащей на этой прямой точки, занима
лись в разное время такие отечествен
ные математики, как А.П. Котельников, 
Н.А. Глаголев, И.М. Яглом, Б.А. Розен
фельд, а также иностранные учёные 
Г. Бек, С. Глясс, но систематического ис
следования ни двумерной, ни, тем более, 
трёхмерной параболических геометрий 
сконструировано не было. 

И.В. Парнасский (1959 г.)

И.В. Парнасский решил работать с 
проективной моделью параболической 
геометрии, где «точками» стали точки 
трёхмерного проективного пространства, 
не принадлежащие плоскости абсолюта, 



Деятели науки и просвещения 71

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

«плоскостями» – плоскости, не принад
лежащие точке абсолюта, и «прямыми» 
– прямые, не пересекающие прямую аб
солюта.

За основные соотношения соискатель 
учёной степени принял «инцидентность» 
(для точки и прямой, а также для пло
скости и прямой) и «между» (для точек, 
инцидентных одной прямой); свойства 
этих соотношений Иван Васильевич из
ложил в 16 аксиомах, которые разбил на 
три большие группы: аксиомы связи, по
рядка и непрерывности. Также он уста
новил, что возможны три случая распо
ложения двух точек: 1) точки не имеют 
ни общей прямой, ни общей плоскости 
(«сильно параллельны»); 2) точки имеют 
общие плоскости, но не обладают общей 
прямой («слабо параллельны»); 3) точки 
имеют как общую прямую, так и общие 
плоскости. Для двух прямых возможны 
шесть различных случаев взаимного рас
положения. 

В последней пятой главе исследова
ния автор доказал непротиворечивость, 
полноту и порядковую независимость вве
дённой им системы аксиом, а также рас
смотрел различные модели двумерной и 

трёхмерной параболических геометрий 
(в проективном, аффинном евклидовом и 
псевдоевклидовом пространствах; на пло
скости дуального переменного; дал интер
претацию с помощью механики Галилея-
Ньютона) [4].

В конце 1950-х гг. в СССР даже успеш
ная защита кандидатской диссертации не 
гарантировала быстрого продвижения по 
служебной лестнице, поэтому после воз
вращения в Орёл Иван Васильевич не 
сразу получил должность доцента. 

Только после того, как решением ВАК 
от 17 апреля 1963 г. И.В. Парнасский был 
утверждён в учёном звании доцента по 
кафедре «Высшая математика», он полу
чил должность доцента кафедры алгебры 
и геометрии ОГПИ. 

Преподавательскую деятельность Иван 
Васильевич плодотворно совмещал с на
учной, продолжая исследования в обла
сти геометрии, результаты которых были 
опубликованы в ряде статей («Геометрия 
циклов трёхмерного полуевклидова про
странства и линейчатая геометрия» (1964), 
«Об одном аналоге геометрии Лагерра» 
(1965) и др.). 

Научные успехи и педагогические 

Здание ОГПИ (фото 1962 г.)
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труды учёного не остались без внимания 
руководства Орловского пединститута – 
5 ноября 1969 года он был занесён на 
«Доску почёта». 

Приобретя богатый педагогический 
опыт, И.В. Парнасский в 1970-х гг. уси
ленно работал над созданием учебных 
пособий и популярных книг, среди кото
рых: 

1) небольшая брошюра «О юных мате
матиках» (1972), адресованная юным же 
читателям и повествующая в доступной 
форме об успехах Н.Х. Абеля, Э. Галуа, 
И.Р. Шафаревича и др. В частности, в кни
ге приведён редкий факт из биографии 
швейцарского математика и создателя 
проективной геометрии Якоба Штейнера 
(1796–1863) о том, что он поздно присту
пил к занятиям математикой: «В 16 лет 
он был ещё неграмотным пастухом, но его 
заметил знаменитый педагог Песталоцци 
и помог ему получить образование. В шут
ку Штейнер говорил впоследствии, что 
не жалеет о том, что овладел профессией 
пастуха, так как именно благодаря этому 
он научился «сразу же узнавать ослов на 
очень большом расстоянии» [5];

2) учебное пособие по геометрии «Мно
гомерные пространства. Квадратичные 
формы и квадрики» (1978), адресован
ное студентам-заочникам I–II курсов 
физико-математических факультетов пе
дагогических институтов. Соавтором вы
ступила Ольга Евстафьевна Парнасская2 
(1924–1991, в девичестве – О.Е. Денисюк) 

– жена учёного. В этой книге приведены 
основные факты из теории аффинного и 
евклидова пространств как основы для 
изложения теории квадратичных форм и 
квадрик [6];

О.Е. Парнасская

3) «Задачник-практикум по геоме
трии. Часть 2» (1979), предназначенный 
студентам-заочникам II курса физико-
математических факультетов педаго
гических институтов. Пособие вышло 
в соавторстве с известным геометром 
Б.И. Аргуновым (1907–1985) и М.М. Ца
ленко (1938 г.р.). В книге собраны зада
ния на применение метода координат в 
пространстве; аффинные и метрические 
задачи, связанные с прямой и плоскостью; 
задачи на поиск элементов выпуклых 
многогранников и поверхностей второго 
порядка [1]. 

В 1980-е годы Иван Васильевич ока
зывал помощь органам народного обра
зования и учителям математики школ 
г. Орла и Орловской области в улучше
нии постановки преподавания математи
ки, систематически выступал с лекциями 
перед слушателями Народного универси
тета педагогических знаний, ежегодно в 
качестве председателя жюри участвовал 
в проведении областных олимпиад по ма
тематике. 

На протяжении нескольких лет, на

2	 Выпускница (1948 г.) физико-математического 
факультета ОГПИ. В 1973 г. в стенах Ярос
лавского государственного педагогического 
института им. К.Д. Ушинского защитила кан
дидатскую диссертацию «Применение цикло
графического отображения к аксиоматическому 
построению некоторых неевклидовых геоме
трий», удостоившись учёной степени кандидата 
физико-математических наук.
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чиная с 1992 года, И.В. Парнасский был 
председателем жюри Орловских област
ных математических олимпиад школь
ников. Накопленные за этот период ма
териалы были опубликованы в учебно-
методическом пособии [3], помощником 
и соавтором стал его ученик профессор 
В.В. Ветров (1931–2012).

23 октября 1996 г. Ивану Васильеви
чу Парнасскому было присвоено учёное 
звание профессора по кафедре геоме
трии и методики преподавания матема
тики. В это время Иван Васильевич пе
реключился на проблемы преподавания 
школьной геометрии. В 1998 г. вышло 
его учебно-методическое пособие, содер
жащее подробные решения наиболее 
трудных задач из учебника, написан
ного под редакцией Л.С. Атанасяна [7]. 
Решебники, как таковые, уже в то время 
были обыденным явлением, но именно 
это пособие стало первым в категории 
«решебник задач повышенной трудности 
по геометрии». 

2 июля 2001 года И.В. Парнасский 
написал заявление на имя ректора ОГУ 
имени И.С. Тургенева Ф.С. Авдеева (1950–
2021) с просьбой уволить с занимаемой 
должности по состоянию здоровья.

Иван Васильевич награжден меда
лями «За доблестный труд в Великой 
Отечественной войне 1941–1945 гг.», «За 
трудовое отличие» и значками «Отличник 
народного просвещения», «Отличник про
свещения СССР», «За отличные успехи в 
работе», ему неоднократно объявлялись 
благодарности.

Иван Васильевич ушёл из жизни 
7 апреля 2004 года, похоронен на одном 
из кладбищ г. Орла. 

И.В. Парнасский был и остаётся образ
цом бесконечной преданности профессии, 
порядочности и трудолюбия.

Он стал Учителем и наставником для 

многих поколений выпускников физма
та Орловского педагогического институ
та (ныне Орловского государственного 
университета имени И.С. Тургенева), в 
сердцах которых до настоящего времени 
сохраняется благодарная память об их 
замечательном земляке и талантливом 
математике.
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Задача 0. У Карабаса-Барабаса украли 
пять золотых. Карабас подозревает в кра
же лису Алису, кота Базилио, Дуремара 
и Буратино, так как неопровержимыми 
уликами установлено, что 

кто-то из них обязательно виновен;
никто больше не мог это сделать;
Алиса всегда действует заодно
с Базилио;
если Дуремар виновен, то у него
было ровно два соучастника;
если Буратино виновен, то у него
был ровно один соучастник.
Нужно определить, виновен ли
Базилио.
(Олимпиада ДваждыДва для пяти-
классников, устный тур 2006 год.)
Р е ш е н и е. Дуремар и Буратино не 

могут быть виновны одновременно, по
скольку у них должно быть разное ко
личество соучастников. Алиса и Базилио 
либо оба виновны, либо оба не виновны. 
Следовательно, если Буратино виновен, 
то для него не найдётся соучастников. 
Таким образом, независимо от того, ви
новен или невиновен Дуремар, Алиса и 
Базилио обязательно виновны. 

О т в е т: Базилио виновен.

Ещё достаточно распространённым ти
пом задач являются задачи про рыцарей 
и лжецов. Рыцари всегда говорят прав
ду, а лжецы всегда лгут. Порой к ним до
бавляются обычные люди (которые могут 
говорить правду или лгать в произволь
ном порядке). В некоторых задачах ещё 
встречаются хитрецы или дипломаты, 
которые лгут и говорят правду строго по
переменно.

Задача 00. На острове живут рыцари, 
которые всегда говорят правду, и лжецы, 
которые всегда лгут. Путник встретил 
троих островитян и спросил каждого из 
них: «Сколько рыцарей среди твоих спут
ников?».

Первый ответил: «Ни одного». Второй 
сказал: «Один». Что сказал третий? (Фоль-
клор.)

Р е ш е н и е. Предположим, что пер-
вый – рыцарь и он сказал правду. Тогда 
второй сказал правду и тоже должен быть 
рыцарем. Противоречие. Значит, пер- 
вый – лжец. Следовательно, хотя бы один 
рыцарь есть. Если второй солгал, то он 
лжец, и так как мы уже выяснили, что 
рыцарь есть, то им должен быть третий. 

За  д ач и	T a s k s

Задачи на логику
Представляемая вниманию читателя подборка задач в этот раз посвящена 

логике. Мы не будем говорить об алгебре булевых функций или непротиворечивости 
системы аксиом. Ограничимся лишь практическим рассмотрением задач, 
доступных школьникам, в которых требуется провести некие логические 
выкладки. В какой-то мере любая математическая задача требует логических 
выкладок, но традиционно логическими задачами называют задачи, в которых 
есть рассуждения об истинности или ложности каких-либо высказываний 
или в которых есть построения одной или нескольких цепочек следствий.

Рассмотрим несколько примеров таких задач.
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Но тогда второй, будучи лжецом, сказал 
правду. Снова противоречие. Значит, вто
рой – рыцарь, и он сказал правду. Следо
вательно, третий тоже рыцарь и его ответ 
должен быть «Один».

О т в е т. Третий сказал: «Один».
Задача 000. Ёжик может встретить в 

тумане либо Сивого Мерина, либо Сивую 
Кобылу, либо своего друга Медвежонка. 
Однажды Ёжику вышли навстречу все 
трое, но туман был густой, и Ёжик не ви
дел, кто из них кто, а потому попросил 
представиться.

Тот, кто, с точки зрения Ёжика, был 
слева, сказал: «Рядом со мной Медвежо
нок».

Тот, кто стоял справа, заявил: «Это тебе 
сказала Сивая Кобыла».

Наконец, тот, кто был в центре, сооб
щил: «Слева от меня Сивый Мерин».

Определите, кто где стоял, если извест
но, что Сивый Мерин врёт всегда, Сивая 
Кобыла − иногда, а Медвежонок Ёжику 
не врёт никогда.

(М. Ахмеджанова, Турнир им. Ломоно-
сова, 2020 год.)
Р е ш е н и е. Если Медвежонок слева, 

то животное в центре − тоже Медвежо
нок, что невозможно. Если Медвежонок в 
центре, то справа − Мерин, а левому жи
вотному остаётся быть Кобылой, но тогда 
Мерин сказал правду, что также невоз
можно. И только если Медвежонок стоит 
справа, противоречий не возникает: тогда 
слева стоит Кобыла, а в центре Мерин, 
причём оба врут.

О т в е т: С точки зрения Ёжика слева 
стоит Сивая Кобыла, в центре – Сивый 
Мерин, справа – Медвежонок.

Задачи 
для самостоятельного решения
Задача 43. В одном дворе дети лгут, 

если держат за руки чётное число че

ловек, и говорят правду, если нечётное. 
Однажды трое детей, как-то взявшись за 
руки сказали:   

А: «Мы все тут мальчики». В: «Среди 
нас есть мальчики». С промолчал. Затем 
каждый взял за руку только всех тех, ко
го не держал в первый раз. И теперь они 
сказали: 

А: «Мы все тут девочки». В промолчал. 
С: «Я тут одна девочка». Определите, кто 
мальчик, а кто девочка.

(Е.Ю. Иванова, Олимпиада начальной 
школы ДваждыДва, 4 класс, 2022 г.)

Задача 44. В комнате стоят 20 сту
льев двух цветов: синего и красного. На 
каждый из стульев сел либо рыцарь, ли
бо лжец. Рыцари всегда говорят правду, 
лжецы всегда лгут. Каждый из сидящих 
заявил, что он сидит на синем стуле. За
тем они как-то пересели, после чего по
ловина из сидящих сказали, что сидят 
на синих стульях, а остальные сказали, 
что сидят на красных. Сколько рыцарей 
теперь сидит на красных стульях?

(Д.А. Калинин, Московская устная 
олимпиада для 6–7 классов, 2018 г.)

Задача 45. Четверо друзей играли в 
игру «Мафия». Каждый имел одну из ро
лей (мафия, комиссар и двое мирных жи
телей). Известно, что все утверждения ма
фии ложны. Комиссар знает, кто мафия, 
и всегда говорит правду. Мирные жители 
изначально ничего не знают и могут вы
сказывать как ложные, так и истинные 
утверждения. 

Петя заявил: Я знаю, кто мафия! 
Вася: Петя − мафия!
Саша: Петя − комиссар. А я тоже 
знаю, кто мафия.
Дима: Это я − комиссар. А Саша − ма-
фия.
После этих высказываний один из 
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мальчиков ещё не знает, кто мафия. На
зовите его имя. (Все мальчики способны 
сделать логические выводы, если они сле
дуют из высказанных утверждений).

(Н.А. Солынин, Турнир разновозраст-
ных команд 2012 г.)

Задача 46. Имеется 100 карточек, 
пронумерованных числами от 1 до 100. 
На каждой карточке написано утверж
дение. На первой: «На карточках с 
бóльшими номерами ровно одно ложное 
утверждение». На второй: «На карточках 
с меньшими номерами ровно одно лож
ное утверждение». На третьей: «На кар
точках с бóльшими номерами ровно два 
ложных утверждения». На четвёртой: «На 
карточках с меньшими номерами ровно 
два ложных утверждения». И так далее. 
Сколько утверждений на карточках мо
гут быть истинными?

(Н.А. Михайловский, Турнир разно- 
возрастных команд 2013 г.)

Задача 47. 25 мудрецам надели раз
ноцветные колпаки: синего, белого, крас
ного и зелёного цвета. Причём известно, 
что колпаки всех цветов присутству
ют. Мудрецы сидят в кругу, они видят 
колпаки всех людей, но не видят цвет 
своего колпака. Сначала всех мудрецов 
одновременно спросили: «Ваш колпак 
зелёный?» Никто не ответил ни «да», ни 
«нет». Через каждую минуту этот вопрос 
снова повторяли всем мудрецам. Нако
нец через 6 минут несколько мудрецов в 
первый раз сказали «да» (до этого никто 
не говорил «да»). Сколько мудрецов от
ветило теперь «да»?

(По мотивам задачи О.С. Нечаевой, 
Устная командная Олимпиада «Дваж-
дыДва» для 7–8 классов, 2019 г.)

Задача 48. За круглым столом сидят 30 

человек – рыцари и лжецы (рыцари всег
да говорят правду, а лжецы всегда лгут). 
Известно, что у каждого из них за этим 
же столом есть ровно один друг, причём у 
рыцаря этот друг – лжец, а у лжеца этот 
друг – рыцарь (дружба всегда взаимна). 
На вопрос «Сидит ли рядом с вами ваш 
друг?» сидевшие через одного ответили 
«Да». Сколько из остальных могли также 
ответить «Да»?

(Н.Х. Агаханов. Всероссийская олимпи-
ада по математике, заключительный 
этап, 9 класс, 2012 г.)

Решения задач нужно присылать ведущему 
рубрики «Задачи» Ивановой Елене Юрьевне 
по адресу distant@mathbaby.ru к 01.01.2023 г. в 
формате pdf или jpg. Перед текстом решения 
необходимо указать:
для взрослых − фамилию, имя, отчество, город 
(населённый пункт);
для школьников − фамилию, имя, город (насе-
лённый пункт), класс, в котором вы учитесь.
Принимаются решения от кружков, в этом слу-
чае нужно указать название кружка, город (на-
селённый пункт), ФИО руководителя.
Присланные решения задач будут внимательно 
проверяться и анализироваться, а лучшие из 
них – размещаться на страницах рубрики. 

Решения задач из журнала 
«Математика в школе» № 5 / 2022
Задача 31. У фокусника есть пять 

одинаковых шаров, лежащих по кругу. В 
одном из них рубин. Если в шаре рубин, 
то он тяжелее. Можно взять любые два 
шара и сравнить их по весу. После взве
шивания можно забрать любой шар, если 
он с рубином. Иначе фокусник машет па
лочкой, и рубин перемещается по стрелке 
в соседний шар. Как за 2 взвешивания за
брать рубин?

(Е.Ю. Иванова, Олимпиада начальной 
школы ДваждыДва, 4 класс, 2022 г.)
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Р е ш е н и е. Выберем любые два несо
седних шара. Например шары под номе
рами 1 и 3. Если один из них оказался 
тяжелее, то это и есть шар с рубином, и 
можно сразу его взять. Если же весы по
казали равенство, то это означает, что ру
бин либо в шаре с номером 2, либо 4, ли
бо 5. Нельзя однозначно определить, где 
рубин, поэтому шары возвращаем на ме
сто, фокусник машет палочкой, и теперь 
рубин в шаре либо с номером 3, либо 5, 
либо 1. Ещё раз взвешиваем шары 1 и 3. 
Если один тяжелее, то это и есть шар с 
рубином, и можно его взять. Если же весы 
показали равенство, то это означает, что 
рубин в шаре под номером 5, и можно его 
взять.

Задача 32. Первоначально на каж
дом поле доски 1 × n стоит шашка. Пер
вым ходом разрешается переставить лю
бую шашку на соседнюю клетку (одну из 
двух, если шашка не с краю), так что об
разуется столбик из двух шашек. Далее 
очередным ходом каждый столбик можно 
передвинуть в любую сторону на столько 
клеток, сколько в нём шашек (в пределах 
доски); если столбик попал на непустую 
клетку, он ставится на стоящий там стол
бик и объединяется с ним. Докажите, что 
за n – 1 ход можно собрать все шашки на 
одной клетке. (А.В. Шаповалов.)

Р е ш е н и е. Выберем центральную 
шашку (любую из двух, если n чётно). 
Каждым следующим ходом будем дви
гать тот столбик, в котором эта шашка 
оказалась, по направлению к наиболее 
удалённому краю доски. (Если n нечёт

но, то первый ход можно делать в лю
бом направлении.) После каждого хода 
количество шашек в столбике, который 
мы двигаем, увеличивается на 1. Зна
чит, после (n – 1)-го хода в нём будет 
1 + (n – 1) = n шашек.

Задача 33. У Маши есть коробка, в 
которой лежат 2019 белых и 2020 чер
ных шаров. У Васи есть мешок, в кото
ром находится 10000 чёрных шаров. Дети 
играют в следующую игру: Маша наугад 
вытаскивает из коробки два шара. Если 
они одного цвета, то она их выкидывает, 
а Вася берёт из своего мешка чёрный шар 
и кладёт в Машину коробку. Если выну
тые Машей шары разного цвета, то она 
выкидывает чёрный шар, а белый кладёт 
обратно в коробку. Игра продолжается до 
тех пор, пока в коробке не останется один 
шар. Если он белый, то выигрывает Ма
ша, а если чёрный, то Вася. Кто выигры
вает в этой игре?

(По мотивам Харьковских Олимпиад 
2005 года, Олимпиада шестиклассни-
ков матклассов ДваждыДва 2019 г.)
Р е ш е н и е. Посмотрим, что проис

ходит с шарами в коробках, когда Маша 
вынимает пару шаров.

1 случай. Вынуто 2 белых шара. Тогда 
количество белых шаров в коробке умень
шается на 2, а количество чёрных увели
чивается на 1.

2 случай. Вынуто 2 чёрных шара. Тогда 
количество белых шаров не изменяется, 
а количество чёрных шаров уменьшается 
на 1. 

3 случай. Вынуто 2 разных шара. Тогда 
количество белых шаров не изменяется, 
а количество чёрных шаров уменьшается 
на 2.

Таким образом, мы видим, что чётность 
количества белых шаров не может поме
няться. То есть в коробке всегда будет 
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нечётное количество белых шаров. А по
скольку наступит момент, когда шар бу
дет один, то это обязательно будет белый 
шар, и Маша выиграет.

Задача 34. Некоторые из 20 металли
ческих кубиков, одинаковых по размерам 
и внешнему виду, алюминиевые (хотя бы 
один алюминиевый точно есть!), осталь
ные − дюралевые (более тяжёлые). Как 
при помощи 11 взвешиваний определить 
число дюралевых кубиков? (Фольклор.)  

Р е ш е н и е. Выберем два произволь
ных кубика и положим на чаши весов по 
одному кубику. Возможны два случая: 
1) одна чаша перевесила; 2) весы оказа
лись в равновесии.

Рассмотрим первый случай. Поскольку 
равновесия нет, то один выбранный ку
бик алюминиевый, а другой дюралевый. 
Теперь положим выбранные кубики как 
эталонную пару на одну чашу и будем с 
ними сравнивать остальные пары куби
ков. То есть оставшиеся 18 кубиков раз
биваем на 9 пар и поочерёдно кладём их 
на другую чашу. Каждый раз мы узнаём, 
сколько в паре дюралевых кубиков. Дей
ствительно, если эталонная пара легче, 
то мы положили два дюралевых кубика; 
если эталонная пара имеет тот же самый 
вес, то мы положили один алюминиевый 
и один дюралевый кубик; если эталонная 
пара тяжелее, то мы положили два алю
миниевых кубика. Таким образом, в пер
вом случае достаточно 10 взвешиваний.

Рассмотрим второй случай. В этот раз 
либо оба выбранных кубика алюминие
вые, либо оба дюралевые. Положим вы
бранные кубики на одну чашу и также бу
дем последовательно сравнивать с ними 
остальные пары кубиков. Пусть первые 
k пар оказались того же самого веса, а 
(k + 1)-ая пара оказалась другого веса. 
(Если k = 9, то все кубики одного веса, то 

так как алюминиевый есть хотя бы один, 
то дюралевых кубиков нет.) Пусть для 
определённости (k + 1)-ая пара оказалась 
более тяжёлой. Тогда первые два кубика 
и кубики первых k пар алюминиевые. По
ложим на каждую чашу весов по одному 
кубику (k + 1)-й пары. Если эти кубики 
одного веса, то они оба дюралевые. Если 
кубики разного веса, то один алюминие
вый, а другой дюралевый. В обоих случа
ях мы можем снова составить эталонную 
пару кубиков, один из которых алюминие
вый, а другой дюралевый. Оставшиеся па
ры кубиков мы можем сравнивать с этой 
парой, как и в первом случае. Общее число 
взвешиваний во втором случае равно 11.

Задача 35. Имеются 39 металлических 
покрашенных шариков – по 3 каждого 
цвета. Известно, что в каких-то двенад
цати тройках все шарики весят по 10 г, а 
в тринадцатой какой-то один шарик весит 
9 г, («фальшивый легкий»), другой – 10 г, 
а третий – 11 г («фальшивый тяжёлый»). 
Можно ли за 4 взвешивания на чашечных 
весах без гирь определить все фальшивые 
шарики? (К. Кноп.) 

Р е ш е н и е . Первое взвешивание. Возь
мём из первых 9 цветов по одному шарику 
и положим на одну чашу весов, а вторые 9 
шариков по одному из этих же кучек − на 
вторую чашу весов.

1 случай. Весы оказались в равнове
сии. Это значит, что среди этих 9 цветов 
фальшивых шариков нет. У нас осталось 
4 подозрительных тройки. Пусть это цвета 
1, 2, 3, 4, а шарики в каждой тройке – 
a, b, c. 

Второе взвешивание. Взвесим 1а, 2a и 
3a, 4a. Если весы в равновесии, значит, это 
все настоящие шарики. Тогда взвесим 1b 
и 2b (третье взвешивание). Если равнове
сие, то взвесим 2b и 3b (четвёртое взвеши
вание). В случае равновесия фальшивые 
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шарики 4b и 4с. Если равновесия нет, то 
3b и 3с. Если же на третьем взвешивании 
равновесия не было, то фальшивая пара 
цвета либо 1, либо 2, а 3 и 4, наоборот, на
стоящие. Тогда аналогично предыдущей 
ситуации за одно взвешивание найдём 
нужную пару. 

2 случай. Весы оказались не в равно
весии. Это значит, что среди этих 9 цветов 
есть фальшивые шарики. А оставшиеся 4 
цвета − все настоящие. 

Второе взвешивание. На одну чашу 
положим оставшиеся невзвешенными 
шарики этих девяти цветов, а на вторую 
чашу − 9 настоящих из тех 12, что мы 
определили в результате первого взве
шивания. После этого взвешивания мы 
знаем, в какой из кучек с девятью ша
риками лежит тяжёлый фальшивый и 
лёгкий фальшивый. (Например, если в 
результате второго взвешивания чаши 
находятся в равновесии, то в первых двух 
кучках лежат оба фальшивых шарика: и 
тяжёлый, и лёгкий, а если в результате  
второго взвешивания чаши с настоящими 
шариками легче, то в третьей кучке ле
жит тяжёлый фальшивый, а в в первом 
взвешивании в лёгкой кучке – лёгкий 
фальшивый.) 

Таким образом, после второго взвеши
вания у нас есть 9 шариков, из которых 
один фальшивый, и мы знаем, как он от
личается по весу. Это классическая задача 
решается за два взвешивания. Получив 
цвет фальшивого шарика в одной кучке, 
мы определяем фальшивый и в другой.  

Задача 36. Дракон запер в пещере 
шестерых гномов и сказал: «У меня есть 
семь колпаков семи цветов радуги. Зав
тра утром я завяжу вам глаза и надену на 
каждого по колпаку, а один колпак спря

чу. Затем сниму повязки, и вы сможете 
увидеть колпаки на головах у других, но 
общаться я вам уже не позволю. После это
го каждый втайне от других скажет мне 
цвет спрятанного колпака. Если угадают 
хотя бы трое, всех отпущу. Если меньше – 
съем на обед». Как гномам заранее до
говориться действовать, чтобы спастись? 
(А.В. Шаповалов.)

Р е ш е н и е. Каждый гном видит все 
колпаки, кроме двух: своего и спрятан
ного. Надо договориться, какой из двух 
цветов каждому гному назвать так, чтобы 
угадать хотя бы три раза. Давайте зану
меруем цвета числами от 1 до 7 в каком-то 
порядке (например, в том же порядке, как 
и цвета радуги) и мысленно расположим 
их по кругу (см. рисунок).

Договоримся, чтобы каждый гном на
звал тот из двух цветов, от которого до 
другого цвета ближе добраться по часо
вой стрелке. Например, пусть на каком-то 
гноме надет колпак цвета 3, а не видит он 
колпак цвета 3 и 7 (это значит, что колпак 
цвета 7 спрятан). Он смотрит на круг, изо
бражённый на рисунке, и называет цвет 
3. Гном, на котором надет колпак цвета 
6, не видит колпаки цвета 6 и 7. И назы
вает цвет 7. Давайте посмотрим, сколько 
гномов угадает, а сколько ошибётся. Если 
спрятан колпак цвета 7, то назовут свой 
цвет правильно гномы с колпаками цве
тов 1, 2, 3, а ошибутся − с колпаками цве
тов 4, 5, 6.

Рубрику ведёт Иванова Е.Ю.
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В эпоху Просвещения в светском об
ществе как только не развлекались и в 
какие только игры не играли. Наряду с 
традиционными картами, шахматами, би
льярдом и лото были популярны забавы с 
картинками и словами вроде буриме, ре
бусов и шарад. Во второй половине XVIII 
столетия в Европе вошли в моду музы
кальные игры, позволявшие всем желаю
щим создавать собственные композиции 
в любом количестве. «Изобретением сего 
искусства, – писал в 1795 году один аль
манах, – обязаны мы удачной выдумке 
какого-нибудь искусника в математиче
ских выкладках и вычислениях, вознаме
рившегося позабавить… весёлых людей в 
праздное время». Так ли это? И при чём 
здесь математика?

Игры эти, конечно, придумали слу
жители Эвтерпы. За полвека известные 
композиторы и теоретики музыки пред
ложили их более десятка. Среди авторов 
оказались даже венские классики Гайдн 
и Моцарт [1]. А первые игры описал ещё 
в 1757 году видный немецкий теоретик 
и педагог Иоганн Кирнбергер. Они-то и 
послужили для остальных образцами. 
За основу были взяты базовые понятия 
нового учения ars combinatoria – искус
ства комбинаторики: пермутации и ком
бинации заданных элементов (нот, так
тов и пр.), или, как говорят математики, 
перестановки и сочетания. Не обошлось 
без теории вероятностей. Важная роль 
отводилась случаю. Любая композиция 
составлялась, подобно пазлу, из готовых 
фрагментов, а выбор их определялся в 

лучших традициях азартных игр: с помо
щью игральных костей. Подобные забавы 
и ранее скрашивали досуг музыкантов, а 
кому-то заменяли упражнения по импро
визации и композиции.

Сами идеи были не новы. Так, чешский 
монах Маурициус Фогт, чьим основным за
нятием была музыка, считал, что в сочи
нительстве можно полагаться на случай и 
определять порядок музыкальных фигур, 
подбрасывая гвозди (каждый из них обо
значал одну из фигур). Английский компо
зитор Уильям Хейс не без сарказма пред
ложил ещё более простой и универсальный 
метод, «пригодный для самых захудалых 
талантов»: разбрызгивать чернила с щёт
ки на нотную бумагу. Кляксы задавали 
положение нот, оставалось добавить к 
ним штили, расставить тактовые черты и 
прочие знаки. Французский математик и 
теоретик музыки Марен Мерсенн, желая 
показать возможности музыкальной ком
бинаторики, вычислял, сколько всяческих 
песнопений получится при простой пере
становке нот, начиная с четырёх: ut (те
перь это do), re, mi, fa. В частности, для 15 
нот он насчитал 1 307 674 368 000 вариан
тов. Более основательно к вопросу подошёл 
немецкий теоретик музыки Йозеф Рипель. 
Уделив должное внимание математике, он 
включил в свой учебник таблицу количе
ства всех перестановок, дойдя до 50 эле
ментов, а им, между прочим, соответствует 
65-значное число комбинаций!

Итак, в эпоху классицизма музыкаль
ные игры в кости стали развлечением для 
широкой публики.

За  н и м ат е л ь н а я с т ра н и ц а

Музыкальная комбинаторика



  

???Теперь каждый желающий мог приме-
рить на себя роль Моцарта. Разбираться 
в музыке, равно как и в математике, не 
требовалось. Достаточно было знать чис-
ла и уметь записывать ноты. Названия 
руководств говорили сами за себя: «Ком-
позитор, готовый в любой момент сочи-
нить менуэт или полонез» И. Кирнберге-
ра, «Инструкция по сочинению стольких 
вальсов или шлейферов, сколько пожела-
ете, с помощью двух игральных костей без 
малейшего знания музыки» В.А.  Моцар-
та, «Филармоническая забава, или Про-
стой способ сочинять бесчисленное мно-
жество менуэтов и трио, не зная правил 
контрапункта» Й. Гайдна. Одним словом, 
соблюдайте правила игры – и желаемый 
результат будет достигнут, о чём позабо-
тится автор.

Взять, к примеру, инструкцию Моцарта 
по «сборке» вальса. Он, по задумке компо-
зитора, имел двухчастную форму и вклю-
чал 16 тактов. Игроку предлагалось две 
таблицы: музыкальная – с нотами и 176 
пронумерованными тактами и цифровая 
– с номерами тактов в нотах, в двух частях 
по 88 клеток каждая [2]. Числа от 2 до 12 
слева обозначали суммы очков, которые 
могли выпасть на двух костях, а буквы от 
А до Н вверху – такты первой части валь-
са, взятые по порядку. Игрок-композитор 
делал серию из восьми бросков костей, 

всякий раз подсчитывал общее количе-
ство выпавших очков и находил в табли-
це [2] номер соответствующего такта, а 
уже по нему – сам такт в музыкальной 
таблице. Например, для сумм 8, 4, 7, 12, 6, 
7, 5, 3 последовательность тактов первой 
части вальса оказалась бы такой: 95, 152, 
27, 103, 80, 68, 159, 81. После этого можно 
было переходить ко второй его части. Про-
цедура повторялась, только номера тактов 
брались из другой части таблицы.

Автор игры умело создавал иллюзию 
сочинения нового произведения. Играль-
ные кости и числа в таблице [2], казалось, 
разбросанные произвольно, её только под-
держивали. «Пазл» складывался всегда. 
Секрет в том, что разные варианты одного 
такта были созвучны и взаимозаменяе-
мы и, независимо от жребия, выбранные 
фрагменты хорошо сочетались.

Всякий вальс в стиле а-ля Моцарт 
уникален, вероятность услышать его по-
вторно ничтожно мала. Имеется 11  спо-
собов выбрать любой из 16 тактов. 
Общее число возможных композиций 
1116 = 45 949 729 863 572 161. На то, что-
бы сыграть их все без перерыва, затратив 
на каждую всего полминуты, потребуется 
более 43 миллиардов лет. Интересно, что 
различные версии вальса реализуются с 
разными вероятностями, поскольку од-
ни суммы очков выпадают гораздо чаще 
других, а какие-то, наоборот, довольно 
редко. Учитывал ли эту особенность Мо-
царт, указывая номера тактов в таблицах, 
история умалчивает. Судя по отзыву ав-
тора альманаха, числовая составляющая 
музыкальных игр в кости была весьма 
привлекательным моментом как для их 
создателей, так и для игроков.

Наталья Карпушина
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